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CHAPITRE L 

THÉORIE DES FONCTIONS SYNECTIQUES DE PLUSIEURS 

VARIABLES. 



I. — Préliminaires. 

La théorie des fonctions de plusieurs variables imaginaires 
est loin d'être aussi avancée que la théorie des fonctions 
d^une seule variable; c'est à M. Weierstrass que l'on doit 
les premières tentatives effectuées pour édifier cette théorie. 

Un ensemble de plusieurs variables indépendantes .^i, 
Z2j . . •, -8/1 constitue un point [Eine Stelle (Weierstrass)]. 
Si nous supposons que z^ , z^j • • . , ^/t se meuvent à l'intérieur 
de contours fermés simples G^ , C2, . • . , G/,, nous dirons que 
les intérieurs de ces contours forment le domaine du point 
Zxy ^2, . . ., Zn {Umgebung). 

L. — Traité d* Analyse, IV. i 
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Soit D un domaine du point ^,, Z2j •••, Zft\ la fonc- 
tion /(Zi ,^27 • • • > Zf,) sera dite syneclique dans le domaine D 
en question, si elle l'est par rapport à chaque variable, les 
autres étant censées constantes, toutes les variables restant 
d'ailleurs contenues dans le domaine D. 



II. — Des fonctions développables en séries entières. 
Nous appellerons série entière une série de la forme 

Po, P|, P2, • • • désignant des polynômes entiers et homogènes 
en Zij Z'if » > . , Zfi respectivement des degrés o, i , 2, ... une 
pareille série pourra encore s'écrire sous la forme 



2 



'V,.V,,...'5^'^l' 



Av,,v,.... désignant un coefficient indépendant de -S|, ^a, .... 
Bien que nous n'ayons pas exposé la théorie des séries triples, 
quadruples, etc., ce que nous avons dit des séries doubles et 
de la théorie de l'hyperespace suffit pour faire comprendre 
que la théorie des séries doubles s'applique aux séries mul- 
tiples les plus générales; nous nous appuierons donc, sans 
autres commentaires, sur la théorie de ces séries dans ce qui 
va suivre. 

Théorème I. — Les variables z^, JSa, . . ., Zn étant sup- 
posées contenues dans des cercles Ci , C2, . . . , C„, rfe rayons 
/•,, r2, . • ., /•/* décrits de l'origine comme centre, si les 
modules des termes de la série 

(ï) 2Av..v,....^V>sV--' 



sontjinis quand modr, = r^ , mod^2 = ''a? • • • ? cette série 
est convergente dans le domaine Ci, C2, • • • , C/i. 
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En effet, la série 



(z) 



tm'w 



dans laquelle on suppose 

Pi<ri, Pi<rt ... et Pi>o, Pj>o, ..., 

est convergente; cela peut se voir de bien des manières et en 
particulier en observant que la somme des p premiers groupes 
homogènes de la série (2) est égale au produit 

[-fë)-(^r--(rih(9--(r']-- 

qui tend vers une limite finie pour /> = 00. 

Soitfltv V. le module de A» V. , les nombres ay v r^'ry,«... 

'tt^Sf- Vi,V«,...7 ''l»»J»««i i 2 

étant finis par hypothèse, la série 



^1 n*t 



«v,.v,....pi*pj'... 

sera convergente, et par suite la série (i), dont les modules 
sont les divers termes de (3), est elle-même convergente 

C. Q. F. D. 

Théorème II. — Lorsqu'une série entière est cons^ergente 
dans un domaine D composé de cercles décrits de V origine 
comme centre, elle représente une fonction synectique dans 
ce domaine. 

Théorème III. — Lorsqu' une fonction f{ziy ;î2, . . ., z„) 
est synectique dans un domaine D composé de cercles d , 
C'jf . . . , C/i décrits de l^ origine comme centre avec des 
rayons R|, Ro, • • . / R», elle est développable dans ce 
domaine en série entière. 

En effet, considérons les points x^, X2, * • ., x^ contenus 
dans le domaine D, la fonction de t 
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sera synectique par rapport à t dans un cercle décrit de l'origine 
comme centre avec un rayon un peu supérieur à un, et l'on 
aura 

1 • ^ • • • iL 

et, comme l'on sait (t. I, p. \/\\)» 



^"("^^(^^•^•••l;^")"' 



formule symbolique dans laquelle il faut supposer ^| = o, 
;r2 = o, ••• dans les dérivées; on en conclut le développe- 
ment de îp(^) 

t'' / àf df \n 

qui, ayant lieu pour ^ = r , donne 

•'^ ^ i.'2... /i \dxi dxi * / 

Corollaire I. — Si une /onction /(^i, ^a, . . ., z„) est 
synectique dans un domaine D composé de cercles G|, 
C2, ..., Cft, décrits autour des points «i, «2» •••? «« 
comme centres, elle est déçeloppable dans ce domaine en 
série de la forme 

Cette condition, suffisante pour que le développement soit 
possible, n'est nullement nécessaire, comme on a voulu le faire 
dire à Cauchy et à ses disciples. 

Corollaire IL — Les coefficients du développement de 
/(zi, z^y . . .) peuvent se mettre sous forme d'intégrales dé- 
finies, ou, ce qui revient au même, on peut mettre sous cette 
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forme la dérivée , g , -5 — de /(^^ x-iy • • ., Xn)\ en effet, 
on a 

2TC/— 1*/ «1 — ^1 






les intégrales étant prises le long des cercles C| , C2 , . . . , C«, 
qui forment le domaine D et qui sont décrits des points 
jTi, X2y . . . , j?,| comme centres avec des rayons que nous 
supposons égaux à R, , Rj, . . . , R„ ; on en conclut 

et en particulier, quand ^, = 5:2 = • • • = ^/i = o» 



ax+?.../ 


-/ 


I 


Y rc^^ 




■ • • 


dz\dzx . . . 


âx'ldx^... 


Van 


V- 


-i) JJ 


aipi... 


Si l'on fait 
















^i=Ri 


e».»^, ^, = 


R,eO.*^S 


• • 


• > 


on trouve 
















^2Tt/ J 


(/ 


' /(-Si, «2, 

R?RP. 


1 • • 


a!Sî... 



Cette formule nous sera utile. 

Théorème IV. — Deux séries entières de la forme 

qui sont égales dans un domaine de dimensions finies, ont 
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même domaine de convergence et représentent deux fonc- 
tions égales dans ce domaine; de plus, on a 

Av,,v„... = Bv,,v,,.... 
Nous laissons au lecteur le soin de faire la démonstration. 

Théorème V. — Une fonction ne peut rester synectique 
dans toute V étendue du plan; en d^ autres termes^ une 
fonction qui reste monodrome, mono gène, finie et continue 
pour toutes les valeurs finies de ses variables, devient 
nécessairement infinie pour des valeurs infinies de ses 
variables, à moins de se réduire à une constante. 

Ce théorème peut se démontrer directement à l'aide de la 
méthode déjà employée pour le cas où la fonction ne dépend 
que d'une seule variable; mais on peut aussi le démontrer en 
observant que, si la fonction y(<s<, z^^ . . . , Zn) était toujours 
synectique même à l'infini, il en serait de même de la fonc- 
tion /(^i, ^2, . . . , an) obtenue en attribuant à .32, ^sj • • • , ^n 
des valeurs particulières aa, a^^, . . . , a„^ ce qui exige que la 
fonction y(2j, ^2, . . ., an) soit une constante, c'est-à-dire 

soit indépendante de Zt, On a donc ^ = o, quels que soient 

^1, a^, . . . , a„, ou quels que soient Zi, Z2, . . - Zn et, par 
suite, /est indépendant de Zt. On verrait de même qu'il est 
indépendant des autres variables : donc il est constant. 



III. — Théorème de M. Weierstrass. 

Soitf{Zi, 52, . . -5 ^//) une fonction synectique à Vinté- 
rieur d^un domaine D contenant le point 

<3j ^= ÂrJ ^^^ ... ^^ Z/l ^^ Oj 

et nulle en ce point : si la fonction f^Zx, o, . . . , o), obtenue 
en faisant Z2'=Zz^=^*"=Zn^=' odansf{z^^ z^y ..., Zn), n'est 
pas nulle, quel que soit 5|, il existera un domaine D' con- 
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tenu dans D tel que l'on aura pour les points intérieurs à 
ce domaine 

P désignant un polynôme entier en z^ à coefficients sy- 
nec tiques en Zi, 53, . . ., Zn et (f une fonction synec tique 
dans le domaine D' qui ne s'annule pas dans ce domaine. 

Posons, en effet, /=/(;:,, -Ca, ..., 5„),/o=/(^i> o, ...,o), 

la fonction f^ a un nombre limité de zéros dans le domaine D, 
puisqu'elle est synectique et qu'elle n'est pas idenliquement 
nulle; on peut donc supposer qu'elle n'a pas de zéro autre 
que o dans un cercle de rayon pi décrit de l'origine comme 
centre. La fonction /i, en vertu de (i), est nulle pour Z2 = o, 
w3 = o, . , .. Zfi= o^ quel que soit z, ; on peut donc supposer 
que, ^2, -33, . . .^ Zn restant intérieurs à un cercle de rayon p 
et Zi extérieur à un cercle de rayon po<C ?? ^^ ^^^ 

Le domaine ainsi formé par la couronne circulaire de rayons 
po et Pi et par les cercles de rayons égaux à p, à l'intérieur 
desquels restent >32, ^3, . . . , ^/i, sera le domaine D'. 
Dans ce domaine on a 

iog/=iog(/o-/i)=iog/o-27, (f;)'* 

1 

et, en différentiant par rapport à ;;i , 

^^ / àzi ~ /o dzi ôz,Aàn\ fj ' 

1 

si l'on suppose /o de la forme 

Y -4^ sera de la forme h g{z\)^ S{^^) désignant une série 

ordonnée suivant les puissances entières de ^i, c'est-à-dire 
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f 

une fonction synectique dans le domaine D'; quant à ~?9 il 
sera développable sous la forme 

désignant une fonction synectique, ainsi que A, en sorte 
que 2 " ( 7^ ) ^^^^ développable en une double série ordon- 
née suivant les puissances entières de z^ et de — à coefficients 
synectiques en ^29 >^39 • • •• ^^ dérivée par rapport à z^ sera 

une série de même forme ne contenant pas — > en sorte que 
la formule (2) s'écrira 



(3) 



00 00 

7 ^ = ^ +^(^.)+2^^-''-^2q-^*^'- 



On voit que — -h ^Q_v^f^ sera la partie du développement 

à^ -.j- qui procède suivant les puissances de — ; cette partie 

a donc pour coefficients des fonctions synectiques de z^^ 
^3, . • . , 5/, dans le domaine D'. 

Ceci posé, en appelant ai, aj, ... les valeurs de z^ qui 
annulent /o ^^ ^^^î o^l- un module moindre que celui de Z|, 
on peut écrire (3) ainsi 

00 



a<, «2? ••• désignant les degrés de multiplicité des zéros 

a, , a2, . . . , et, si l'on observe que g(^z^ ) -i- T^Qv^^ est une 


fonction synectique h dans le domaine D', et que l'on peut 

poser 
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on déduira, en intégrant la formule précédente, 

Or e^^'^^x est une fonction synectique que Ton peut appeler ç 
et qui ne s'annule pas dans D' ; on a donc, dans le domaine D', 

or P est un polynôme entier en z^, et ses coefficients sont 

P' 
synectiques en z^, z^, . . ., puisque p- se développe en une 

série à coefficients m, Q_2, Q-s» • • • synectiques. Ces coef- 
ficients sont Sa, Sa^, ... ; les coefficients de P sont des fonc- 
tions entières de Sa, Sa^, ... : donc P est bien à coeffi- 
cients synectiques. c. q. f. d. 

II résulte de ce théorème de M. Weierstrass que, étant 
données des valeurs de ^2, z^, . . . , Zn, la valeur de >s« , qu'il 
faut y adjoindre pour annuler la fonction y(Z|, Z2, • • • , z»), 
dans un domaitie formé de cercles décrits de l'origine comme 
centre, est racine d'une équation algébrique P = o à coeffi- 
cients synectiques : cela suppose que /{z^, o, . . . , o) n'est 
pas identiquement nul, c'est-à-dire que /{z^y ^23 • • •) con- 
tient au moins un terme indépendant de Z2, ..•, ^/i; plus 
généralement, cela suppose qu'il y ait un terme qui ne con- 
tienne qu'une variable. 

IV. — Des diviseurs des fonctions S3rnectiqaes. 

Nous dirons que la fonction ç(^i, ^2) •••> ^n)^ synec- 
tique pour ^1 := 52 = . . . = z.,z = o, est divisible par la fonc- 
tion ^{Zif Zi, • • -, ^/i)) synectique dans le même domaine, 
si l'on a 

17 désignant une nouvelle fonction synectique dans ce domaine. 
Quand ^{z^, . . ., ^/i) ne s'annule pas au point 
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<p est divisible par ^; dans le cas contraire, -j- est infini, o ne 

peut pas être divisible par 4», à moins que Ton n'ait aussi 
'f (o, o, . . . , o)= o : ce dernier cas doit être examiné à part. 
Supposons donc p et ^ nuls pour Zi = Z2 = • • > = ^•n= o; 
effectuons la substitution linéaire 

■ -i = Tii'i-^Yn^î-t----^Yi«^«, 



de module différent de zéro; les fonctions ^ et 6 se transfor- 
meront en d'autres /(^4, ^a? • • •? ^n) et g{tij t^y . . ., tn)* 

Soient 

/o = /('i> o, ..., o), gQ = g{tiy o, o, ..., o); 

on peut toujours choisir la substitution de telle sorte que/i 
et ^Q ne soient pas nuls identiquement; alors, en vertu du 
théorème de M. Weierstrass, démontré au paragraphe précé- 
dent, on pourra trouver des polynômes P et Q entiers en tt 
<3t à coefficients sjnectiques satisfaisant aux ideutités 

/=PF, ^ = QG, 

F et G désignant des fonctions synectiques dans le voisinage 
de l'origine. Nous supposerons 

Q = '? -^^i^ï"* -H...-i-^«. 

Pour que cp soit divisible par A, il faut et il suffit que 
le polynôme P soit divisible par le polynôme Q. 

En effet, pour que cp soit divisible par ^j^, il faut et il suffit 

que /le soit par g^ ou que PF soit divisible par QG, ou enfin 

FF. 
que ^ p soit fini dans un domaine de dimensions finies, con- 
tenant le point ^4 = ^2 = • • • = ^/i = o ; ûr F et G ne sont pas 
nuls à l'origine, ni dans le voisinage de l'origine; pour que 



FONCTIONS STNECTIQUBS DE PLUSIEURS VARIABLES. II 

j- reste fini, il faut et il suffit que ^ reste fini^ ce qui exige que 
P soit divisible par Q. 



V. — Snr les points singuliers. 

Nous avons dit que Tensemble des valeurs de ^i , ^2» • • • >.^/i 
ou des points représentés par ces variables constituait dans la 
théorie des fonctions de plusieurs variables un point ana- 
lytique. En entendant le mol point dans ce sens : 

Nous appellerons point singulier ou critique d'une fonc- 
tion /{Zi, Zi, ..., z„) un point où cette fonction cesse 
d'être monodrome, monogène, finie ou continue. 

Nous distinguerons deux espèces de points critiques pour 
les fonctions/ qui restent monodromes, c'est-à-dire qui n'ont 
qu'une seule valeur en chaque point. Soit ai, aa, . . . , a^ un 
point critique-, s'il existe une fonction F(Z|, ^2, ...,Z/,) 
synectique en ce point et telle que /F n'ait plus le point 
ai , ^2, . • . , a„ pour point critiqiie, nous dirons que ce point 
est un point critique ordinaire de /; s'il n'existe pas de 
fonction synectique en a,, «2, ..., a„, telle que /F n'ait 
plus ce point pour point critique, on dira que le point cri- 
tique en question est un point essentiel pour la fonction y. 

Les points critiques ordinaires peuvent être des infinis ou 
des points à'^ indétermination. Puisqu'un point singulier 
ordinaire de la fonction / est un point tel qu'il existe une 
fonction svnectique F jouissant de cette propriété que le pro- 
duit ç=yF soit synectique, on en conclut que/=^; si 

o est différent de zéro au point critique, / est infini en ce 
point et le point critique sera ce que l'on appelle un infini; 
mais, si cp et F sont nuls à la fois, il pourra arriver que <p soit 
divisible par F; cependant nous devons faire abstraction de 
ce cas : le point considéré ne serait pas singulier; ç et F 
pourront se mettre sous les formes Py et QG (après leur avoir 
fait subir une substitution linéaire, si c'est nécessaire), PetQ 
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désignant des polynômes entiers en z, à coefficients synec- 
tiques en ^2? -^s» • • • et y, G désignant des fonctions synec- 

tiques. Le rapport ^ est bien déterminé, mais le rapport tt 

est, en général, indéterminé et il dépend des rapports des 
variables; on a alors ce que Ton appelle un point d'indéter- 
mination. 

Ajoutons qu'un point à l'infini peut être singulier; si en 
un point les variables z^, Z2, - • • sont infinies, le point sera 
dit singulier de même espèce que le point ^1 = o, ^2 = o, . . . 

de la fonction f( —7 — > • - . ) . 

Théorème I. — Une série entière, c^est-à-dire dont les 
différents termes Y 0'^ V<, . . . , V/n, . . • sont des polynômes 
homogènes en Zi, Z2, . . . , z„ de degrés o, i , 2, . . . , m, . . . , 
respectivement et qui reste convergente pour toutes les 
v^aleurs finies de ces variables j a nécessairement un point 
essentiel à r infini. 

Posons en effet 

(0 /(-i,'S2i . , -«) = Vo-t- Vi-4-...-hV^-+-...; 

si à l'infini y(^<, ...) ne présente pas de point essentiel, 
/( — >—> '••> -T ) n'en présentera pas non plus, en suppo- 
sant nulle Tune des variables z\ c'est-à-dire que/ ( — > • • • j 
pourra se mettre sous la forme 

^^ / ( P" ' ■ * * ) uTT' — 7' :^^ * 

G et H désignant des séries entières ou, si l'on veut, des fonc- 
tions synectiques à l'origine. Or, si cela était possible, en po- 
sant ^1 = ait, Z2== a2t^ .,f Zfi = an tel cp(^)=y(a« t,a2ty ...), 
(i) deviendrait 

(3) ç(<)= Ao-+- Aif-i-...-H A;„<'»-f-...; 
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ç(^) serait synectique par rapport à ^ et présenterait en 
général un point essentiel pour t = co (*nous supposons bien 
entendu, ce qui est possible, les a tels que les A ne soient 

pas identiquement nuls); la fonction /( — , —, •••, — ), a^, 

a^t . • • n'étant pas nuls, serait également douée d'un point 

essentiel à l'infini et /( — -? — -> •••? — -) d'un point essentiel 

à l'origine. Mais cette fonction s'obtient en faisant :;', = ^i t, 

z.^ = «2 '5 • • • dans /*( -t ' • • • ) ; on aurait donc 

f(— — ...\= G(ar^_a^. . .) 

ce qui estabsurde si l'origine est un point essentiel, G(<2| /,...) 
et H(ai t^ . • .) étant des séries convergentes ordonnées sui- 
vant les puissances croissantes de t. 

Théorème II. — Une fonction synectique en chacun de 
ses points, excepté à L'infini, et qui n'a pas de points 
essentiels même à l'infini, est un polynôme entier. 

Une pareille fonction, en effet, est développable par la 
série de Maclaurin et le développement doit avoir un nombre 
limité de termes; sans quoi, en vertu du précédent théorème, 
la fonction aurait un point essentiel à l'infini. 

Théorème III. — Une fonction toujours synectique, 
excepté en certains points singuliers, et qui n'a pas de 
points essentiels même à l'infini^ est une fonction ration- 
nelle. 

En effet, soit f^z^, z^, . . ., -3;,) une fonction sans points 
essentiels, mais synectique, excepté en certains points singu- 
liers; si l'on donne à ^2, . . . , Zn des valeurs fixes, la fonction 
y se réduira à une fonction synectique de z^, excepté en cer- 
tains points où elle pourra être infinie sans avoir de points 
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essenliels ; elle sera donc rationnelle et pourra se mettre sous 
la forme 



J\^U ^J» • • • j ^n) — 



Ao-»- A| -Si -»-... -^ Ap;:Ç 



Ao, Â|, • • • , Bo, B|, . . . désignant des fonctions de^2> • - • ^-^/i- 
Si, dans cette formule, on donne à :;, des valeurs différentes 
en nombre égal à /? -f- ^ + i , on aura /? + ç 4- i équations 
du premier degré en Âo, A| , . • . , Bq, B| , ... qui détermine- 
ront les rapports de ces quantités à Tune d'elles, ces rap- 
ports dépendront de fonctions rationnelles des valeurs de 
y(^n ^2j • • •? -/i) pour les diverses valeurs de z^ ; ce seront 
donc des fonctions synectiques de z^y •.., ^/i, excepté en 
certains points singuliers non essenliels. 

Considérons l'un de ces rapports, ou, si Ton veut, Tune 
des quantités A, B, on verra comme tout à l'heure qu'elle est 
rationnelle par rapport à z^ et que ses coefficients sont synec- 
tiques par rapport à 53, ^4, . . ., r,,, excepté en des points 
singuliers non essentiels, et ainsi de suite. Donc 

est rationnelle par rapport à toutes ses variables. 

c. Q. F. D. 

TI. — Sur les intégrales multiples des fonctions de variables 

imaginaires. 

I^e* premier qui se soit occupé des intégrales doubles des 
fonctions de variables imaginaires est M. Marie (XLIV® Cahier 
du Journal de r Ecole Polytechnique, — Sa théorie des 
fonctions imaginaires, Comptes rendus. i853). En 1868, 
j'ai fait connaître une formule analogue à celle de Cauchy et 
qui permet, au moyen d'une intégrale multiple, d'exprimer 
une fonction des solutions de plusieurs équations simultanées ; 
enfin, MM. Picard et Poincaré ont essayé, ce dernier surtout 
{Acta mathematica^ 1887), d'édifier la théorie générale des 
intégrales multiples des fonctions de variables imaginaires. 
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Nous allons analyser son Mémoire, en nous bornant au cas 
de deux variables. 

Soi ty( a:, j^) une fonction de deux variables imaginaires ^,jKr 
soit 

imaginons que l'on établisse entre $, Tj, Ç', tj' deux relations 
ou, si l'on veut, que l'on pose 

Formons l'expression 

f{x,y)dxdy =AT,y){dk ^- dr^ )/~){d\' -nd-r{ y/~i) 

==f{^,y)[{d\di:-dT,dr{)^^-i(d\di^'-^dr^d'ç:)\\ 

nous appellerons intégrale double de/(x,y) dxdy et nous 
désignerons par le symbole 

j j f{^iy)dxdy 
l'expression 

l'intégrale double en question est donc a priori susceptible 
d'une infinité de valeurs qui dépendent de. la nature des rela- 
tions établies entre $, $', tj, r/, 5, t. 

Si l'on considère le point défini dans l'hyperespace (t. 111, 
p. 182) par les variables Ç, rj, 5', Vi établir entre ces variables 
deux relations, c'est les obliger à décrire une variété à deux 
dimensions, une surface : l'intégrale (i) sera prise le long de 
cettesurfacequ'il faudra, pour acheverdedéfinirrintégrale(i), 
limiter à un certain contour que l'on se donnera au moyen de 
certaines inégalités entre 5 et ^; voilà donc le symbole 



j J f{^iy)dxdy 
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nettement défini, et il ne nous reste plus qu'à faire connaître 
ses principales propriétés. 

VII. — Sot nne classe particnlière d'intégrales doubles. 

Désignons par //y une fonction des variables â7| , x^t • • . , x,i 
qui jouira des propriétés suivantes 

posons dans cette fonction 

et considérons l'intégrale double 

prise le long d'une certaine surface limitée par un contour 
fermé C, le signe ^devant s'étendre à un système de n valeurs 
données aux lettres i et y. On pourra encore écrire 



^ =//!;/" s t""*^ 



cherchons la condition pourquel'intégrale V ne dépende pas 
de la surface le long de laquelle on intègre quand le contour G 
reste invariable; à cet efiet, imaginons que les x deviennent 

fonctions d'un paramètre a et exprimons que — est nul; on a 



d% 



0% J J ^Êà OXk 07. os où 



//2 



Nous désignerons par A, B, Clés intégrales qui figurent au 
second membre, en sorte que 

(0 ^=A + B-+.G; 
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on a 

Intégrant par parties et observant que, sur le contour limita- 
leur de la surface, les x ne varient pas, 

on trouve de même 

et, par suite, la formule (i) devient, en observant que les 
termes en //y se détruisent, 

à\ _ f r y^ , , àfij Vdxfc dx( dxj dxj^ dxj dx( dxk àxi dxj~\ 
'ai "J J J^ * dXk L^ ~^ ~^^ ^ ^ ^ ùt ^ ~d%\ ' 

On peut encore écrire celte formule ainsi 

doL JJ Aêà \_àxk àxi àxj \ d(a, 5, /) 

et alors, pour que -r- soit nul^ il faut que le coefficient de 

d(' ^t\ ^^ ^^''' ^^^^ ^o\ on pourrait prendre ce déter- 
minant de signe contraire à son coefficient et rendre -r- néga- 
tif. Ainsi, pour que l'intégrale V soit indépendante de la 
surface d'intégration, il faut et il suffit que Ton ait 

^^'^ dx„^ àxi ^ Oxj -"• 



VIII. — Extension du théorème de Cauchy. 

Par définition Tintégrale double / f /{x, y) dxdy est, 
L. — Traité d'Analyse, IV. a 
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comme nous avons vu au § VI, la valeur de l'intégrale ordinaire 

ou, en remplaçant /(x, y) par X + Y \J — i , 

Les quantités y*iy sont, en posant 

/lî = 0, /j8 = X v/— I — Y, /-j^ = _ X — Y v/— I , 

et il est facile de voir que les relations analogues à la for- 
mule (2) du paragraphe précédent sont 

e?(Xv/^— Y) ()(X-4-Yv/^) __ 
d{X-\-\s/^^ ()(X/inf-Y) _ 



lesquelles sont satisfaites en vertu des relations 

dX _ ^ dX __^ 

c)^ "" (h) ' dii" d\^ 

à\_dX ^ ____^ 

On peut donc dire que : 

V intégrale f j f{x,y)dxdyest indépendante de la sur- 
face le long de laquelle on la prend, le contour qui limite 
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cette surface restant le même, pourvu que, en se défor- 
mant, la surface d^ intégration ne rencontre pas de point 
pour lequel la fonction f cesserait d'être synectique. 

Si nous conservons le nom de points critiques aux points 
de l'hyperespace Ç, Ç', r^, r/, pour lesquels la fonction /cesse 
d'être synectique, ces points formeront une surface continue, 
au moins en général, car l'équation 

/(a?, ^) = oo ou X| -4- Yi /— 1 = o 
se décompose en deux X| = o, Y| == o entre quatre variables 

Nous bornerons à ces quelques notions la théorie des inté- 
grales multiples, dont il n'a pas encore été fait beaucoup d'ap- 
plications. 
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CHAPITRE IL 

THÉORIE DES FONCTIONS ALGÉBRIQUES. 



I. — De rirréductibilité. 

Une foncllon rationnelle de plusieurs quantités, a, b,c^ ... 
est le quotient de deux polynômes entiers par rapport à ces 
quantités; mais on donne parfois au mot rationnel un sens 
plus restreint : ainsi Ton dit qu\in polynôme en a^ b, c, ... 
est rationnel quand ses coefficients numériques sont eux- 
mêmes des nombres rationnels. 

Quand on veut étendre cette acception du mot rationne/, 
on dit quelquefois que Ton adjoint des quantités a, p, 
y, ... ; un polynôme qui n'était pas rationnel dans le sens 
que nous avons donné tout à l'heure devient rationnel, s'il 
l'est par rapport à ^r, 6, c, ... et par rapport aux quantités 
adjointes a, p, y, .... 

Par exemple, jc- — 2 \fiîx -\- i n'est pas un polynôme ra- 
tionnel, mais il devient rationnel, si Ton adj'ointlc radical ^1. 

Les quantités adjointes peuvent être en nombre infini; on 
peut adjoindre, par exemple, toutes les irrationnelles réelles; 
on peut adjoindre tous les nombres, mais non les imaginaires ; 
on peut adjoindre tous les nombres, même les nombres ima- 
ginaires. On peut adjoindre à un polynôme tous ses coeffi- 
cients et même leurs racines carn'cs, etc. Un polynôme F(a:) 
entier en x est dit irréductible quand il n'admet pas de 
diviseur rationnel. Une équation algébrique F(a;) = o est 
irréductible quand son premier membre est un polynôme 
irréductible. 
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L'irréductibilité d'un polynôme ou d'une équation dépend 
donc de la manière dont on définit les polynômes rationnels. 
Tel polynôme irréductible devient immédiatement réductible 
par Y adjonction de certaines quantités. 

Par exemple, le polynôme x^ — 2 est irréductible; mais il 
acquiert les diviseurs rationnels x — y/2 et j: -f- y/2, si l'on 
adjoint l'irrationnelle y/2. 

Ainsi, toutes les fois que nous parlerons d'un polynôme 
ou d'une équation irréductible, il sera sous-entendu que la 
définition des quantités rationnelles a été donnée avec pré- 
cision. 

Nous commencerons par démontrer, ou par rappeler une 
proposition fondamentale sur les équations irréductibles. 

Théorème. — Si une équation algébrique f{x) = o, dont 
le premier membre est un polynôme f{x) rationnel, admet 
une racine d'une équation irréductible F(x) = o, elle les 
admet toutes, et Von a 

(I) /(^)=[F(:r)]7Q, 

q désignant un nombre entier et Q un polynôme qui ne 
s'annule pa^ avec F(x). 

En effet, si /= o et F = o ont une racine commune, /et F 
ont un diviseur commun D, qui sera nécessairement rationnel, 
puisqu'on pourra le trouver par la méthode du plus grand 
commun diviseur qui n'introduit pas d'irrationnalités autres 
que celles qui existent dans y* et F et qui sont censées 
adjointes. 

Ce diviseur commun ne peut être que F(a;); car, si F(:r) 
avait un diviseur autre que lui-même et rationnel, il ne serait 

pas irréductible; de deux choses l'une, ou ^^^ et F (a:) n'ont 

pas de diviseur commun, ou F(^) est encore ce diviseur 
commun, et ainsi de suite; si /(a:) admet le diviseur [F (^)]^, 
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et si ,p. ., n'admet plus de diviseur commun avec/(:c), on 



aura 



Q désignant un polynôme entier, ce qui démontre la for- 
mule (i). 

Le théorème en vertu duquel, si une équation à coefficients 

réels admet n fois a -+- p \/ — i pour racine, elle admet aussi 

n fois la racine a — p y/ — i , est un corollaire de celui-ci ; dans 
ce cas, 

F{x) = (a? — a — p /^)(^ — a -+- p V^^) = (a: — a)« -^ ?«. 



II. — Des fonctions algébriques. 

On appelle fonction algébrique de plusieurs variables 
Xi, X29 . . • , Xfi une fonction y de ces variables dont la va- 
leur est donnée par une équation irréductible 

/(a?j, a7j, . . . , Xn, y) = o, 

c'est-à-dire telle que/ désigne un polynôme entier en x^y 
^2 9 ' ' 'y ^ny y n'admettant aucun diviseur rationnel par rap- 
port à ces variables. Sont donc considérées comme adjointes 
toutes les quantités indépendantes de X|, x^t • • •» Xn ct^\ 
Nous n'étudierons guère dans ce qui va suivre que les fonc- 
tions algébriques d'une seule variable; elles sont définies, 
d'après ce que l'on vient de dire, par des équations irréduc- 
tibles de la forme 

c'est-à-dire telles que /(j:,^) désigne un polynôme qui n'ad- 
met pas de diviseur entier en x et y. Si /(j?, y) admettait un 
tel diviseur, il pourrait se décomposer en facteurs <p(<2r, y), 
i/{Xy y), . . . irréductibles, et alors chacune des équations 
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servirait à définir une fonction algébriqae : toutes ces fonc- 
tions algébriques seraient en général distinctes. 

C'est ce qui ressortira plus clairement de l'étude que nous 
allons faire aux paragraphes suivants. Bornons-nous à faire 
observer que les équations cp = o, tj/ = o ne peuvent définir 
des valeurs dey toujours égales, quel que soit^, que si cp et 
^ sont identiques à un facteur constant près, puisque ces deux 
équations sont irréductibles. 

Une /onction algébrique ne peut satisfaire à la fois à 
deux équations irréductibles différentes. 

Sans quoi, ces équations auraient un facteur commun né- 
cessairement rationnel, puisqu'il serait donné par la méthode 
du plus grand commun diviseur, et ne seraient pas irréduc- 
tibles. 

L'orrfre d'une fonction algébrique est l'ordre de l'équation 
irréductible qui sert à la définir: cet ordre est compté ordi- 
nairement par rapport aux deux variables x et y y mais on peut 
Festimer quelquefois par rapport à la seule variable y. 

Une fonction algébrique, d'après ce que l'on a vu (t. III, 
p. 348), est continue, monodrome et monogène à l'intérieur de 
tout contour ne contenant pas de point pour lequel l'équation 
irréductible qui la définit acquiert une racine multiple ou 
infinie. 

III. — Théorème fondamental do Gallois. 
Soient 

(I) /(^) = o 

une équation algébrique, Xq^ Xt^ - . ., a:„_< ses racines; 
soit 

une /onction rationnelle de ces racines qui prenne ni va- 
leurs distinctes quand on permute les lettres x^, Xi, . •. . , 
X n-î 'y si les racines Xq^ ^i, . • *yXn^\Sont inégales, on pourra 
exprimer x^, XiyX2, • • • rationnellement ou moyen de V. 
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[La' fonction f{x) n*est pas nécessairement irréductible.] 
En effet, permutons dans Vies racines j:^, 5:2» •• •■••^«-i de 
toutes les manières possibles, V prendra i .2. . . (n — ') = 4^ 
valeurs distinctes Vo, V|, . . . , Vji._i et Téquation 

(V - Vo)(V - V, ). . .( V - V^_0 = o, 

qui aura pour racines Vq, Vj, . . . , pourra se mettre sous la 
forme 

(2) F(V, ^o) = o, 

F(V, ^0) désignant une fonction rationnelle de V et de JC©- 
car les coefficients de cette équation en V sont fonctions 
symétriques des racines x^^ x^y • . . , Xn^\ de Téquation 

X — Xq 

et sont rationnels en Xq. Mais, l'équation (2) ayant pour ra- 
cine Vo, on a 

F(Vo, aro) = o. 

Donc Téquation 

(3) F(Vo, a:)=o 

a pour racine Xq\ les équations (1) et (3) ont donc une racine 
commune. Je dis qu'elles n'en ont qu'une, et, en effet, si elles 
en avaient une autre, Xi par exemple, on aurait 

ce qui est absurde, car on a 

F(V, a:o) = (V-Vo)(V-V,)... 
et, en changeant j^o ^n x^ eix^ en x^^ 

F(V,:r,) = (V-V'o)(V-V;)..., 

V'^,Vp . . . désignant ce que deviennent Vo,V<, . . . quand on 
permute x^ et x^. Ces valeurs par hypothèse sont différentes 
de Vo, V| , . . . , donc on ne saurait avoir F( V©, ^i ) = o ; les 
équations (1), (3) n'ont donc que la seule racine commune ^o> 
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que Ton pourra trouver par les méthodes connues, et qui sera 
fonction rationnelle de Vo : on aura de même les autres 
racines. 

Remarque. — x©, ar<, . . . , a:„_i étant fonctions rationnelles 
de Vo, V| sera fonction rationnelle de Vo : on voit donc que 
toutes les racines de Téquation F(V, Xo) s'expriment ration- 
nellement au moyen de Tune d'elles. 

Corollaire I. — Etant données tant de fonctions al- 
gébriques que Von voudra, on peut les considérer comme 
fonctions rationnelles d'une même fonction algébrique. 

Si les fonctions algébriques données sont distinctes, on 
pourra toujours former une équation (E) réductible ou non, 
admettant ces fonctions algébriques pour racines et n'ayant 
pas de racines égales: il suffira pour cela de multiplier entre 
elles les équations irréductibles auxquelles satisfont les fonc- 
tions données. L'équation résultante n'aura pas de racines 
égales, car les équations irréductibles données n'ont pas non 
plus de racines doubles; sans quoi elles admettraient des 
diviseurs rationnels fournis par la méthode des racines égales ; 
les équations irréductibles en question n'ont pas non plus 
de racines communes, sans quoi elles ne seraient pas dis- 
tinctes, et l'on n'emploiera une équation irréductible qu'une 
fois, quand deux des fonctions données satisferont à cette 
équation. 

Alors, en vertu du théorème que nous venons d'établir, 
les racines de l'équation (E), parmi lesquelles sont nos fonc- 
tions algébriques données, pourront s'exprimer en fonction 
rationnelle d'une fonction des racines de (E) convenablement 
choisie. 

lY. — Étude et classiflcation des points critiques. 

On appelle point critique d'une fonction, comme l'on 
sait, tous ceux où cette fonction cesse d'être monodrome, 
monogène, finie ou continue. 
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Les fonctions algébriques possèdent denx espèces de points 
critiques : les pôles oOi elles deviennent infinies sans cesser 
d'être monodromes, et les points algébriques ou de ramifi- 
cation, autour desquels elles cessent d'être monodromes ; un 
point critique peut être à la fois un pôle et un point de rami- 
fication. 

La classification des points critiques des fonctions algé- 
briques a été faite par Puiseux (t. XV du Journal de Liou- 
ville, i'® série) à peu près comme il suit : 

Considérons l'équation irréductible de degré m 



(1) 



/(^i^) = o. 



Les points critiques que nous étudierons tout d'abord seront 
censés tels que y y reste fini ; ils sont alors donnés, comme 
nous l'avons fait observer (t. III, p. 348)» par les équations 



/=o 



et -T^ =o 



àjr 



ou 



(^) 



/s = o, 



en dénotant par /, , /a, /n , ... les dérivées %>^>^t^ "" 

Cette équation (2) ne saurait être identique, sans quoi (1) aurait 
une racine double quel que soit x et admettrait un diviseur 
rationnel; elle ne serait donc pas irréductible, comme on l'a 
supposé. 

Soit donc a, b une solution commune aux équations (1) 
et (2). Posons 

l'équation (i) deviendra 

Si l'on développe son premier membre par la formule de 
Taj^lor, elle prend la forme 



O) 



2Aap$«T^P = o; 
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elle ne contiendra pas de terme Indépendant de ^ et Tj, car 
ce terme est /(a, é) = o; elle ne contiendra pas non plus de 
terme en yj, car le coefficient de ce terme est y2(^j b)=o\ 
mais elle contiendra un terme au moins indépendant de 7| et 
un terme indépendant de i, sans quoi elle serait divisible 
par Tj ou par Ç ; /{x, y) serait divisible par y — b on x — a^ 
et l'équation (i) ne serait pas irréductible. 

Ceci posé, on sait que l'on peut, soit parla méthode (t. II, 
p. 149) algébrique de Minding, soit par la méthode géomé- 
trique de Newton, trouver les racines t\ infiniment petites 
d'ordre v par rapport à Ç ; toutes les racines t) infiniment pe- 
tites par rapport à Ç sont d'ailleurs d'un ordre fini et com- 
mensurable. 

Nous supposerons donc que l'équation (3) possède /i« 
racines d'ordre V|, n^ racines d'ordre Va, ... , n^ racines 
d'ordre Vj^. Considérons en général le groupe des n racines 
d'ordre v : l'équation (3) pourra se mettre sous la forme 

o désignant un polynôme homogène en i\ et Ç^, et s dési- 
gnant un infiniment petit d'ordre supérieur. Si l'on con- 
sidère l'équation 

elle aura n racines a^ aj, . . . , a,,, et les racines d'ordre v de 
l'équation (3) auront pour valeurs approchées ai Ç^, «2^^, .... 

car rj aura pour Ç = o les valeurs ai , aj, .... 

Si V est entier, les valeurs approchées de tj seront mono- 
dromes autour du point o, et il en sera de même des valeurs 

exactes : en effet, les valeurs exactes de ^ diffèrent infiniment 

peu des valeurs approchées a ; on peut donc poser ^ = a -}- w^ 
(o désignant un infiniment petit, et alors on aura 
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Les diverses valeurs exactes différeront donc des valeurs 
approchées d'infiniment moins que celles-ci ne diffèrent 
entre elles, et, par suite, ne sauraient se permuter les unes 
dans les autres. Ce raisonnement toutefois tomberait en défaut 
si Téquation (4) avait des racines égales. Nous reviendrons 
sur ce cas tout à Theure. 

Si V est fractionnaire de la forme -> q tl p étant premiers 

entre eux, les valeurs approchées a, Ç^, aaÇ^, ... ne seront 
pas monodromes autour de l'origine; en effet, si l'on pose 

çmre^v^* et si l'on fait varier 6 de 27î, Ç^=rV7^^sera 

multiplié par e ^ ^ * et ne reprendra sa valeur primitive que 
quand le point $ aura tourné q fois autour de l'origine (ou le 
pointée q fois autour du point a). Mais, les diverses valeurs 
approchées de Tj étant racines de <p(Tj, Ç^) = o, il faut que ces 
valeurs se permutent les unes dans les autres; il en sera de 
même des valeurs exactes de tj , car elles ne diffèrent des valeurs 
approchées que de quantités infiniment moindres que celles 
dont elles diffèrent entre elles. 

Les racines d'ordre v se partageront donc en groupes de 
racines se permutant les unes dans les autres, ou restant 
monodromes si v est entier. Cette conclusion ne tombera en 
défaut que si l'équation (4) a des racines égales. 

Supposons donc que l'équation (4) ait des racines égales; 
changeons encore de variables et posons 



^. 



l'équation (i) pourra s'écrire 

ei étant un infiniment petit; soit ad une racine multiple de 
posons 



THÉORIE DES FONCTIONS ALGÉBRIQUES. 29 

Téqualion précédenle prendra la forme 

Â^^ désignaDt un coefficient constant. On discutera cette 
équation comme Inéquation proposée. 

En résumé, on voit qu'autour d'un point où /(^r, y) = o 
acquiert des racines égales, les diverses valeurs de y qui 
deviennent égales se partagent en groupes de racines se per- 
mutant les unes dans les autres quand le point x tourne 
autour du point critique, un groupe pouvant d'ailleurs ne 
contenir qu'une seule racine, qui, par suite, est monodrome. 

La discussion précédente ne s'applique pas au point situé 

à l'infini ; mais, si ce point est critique, on posera x= —, dans 

l'équation /(a:, y)= o, et l'on étudiera facilement les varia- 
lions de y provenant des variations de x dans le voisinage du 
point à l'infini en faisant varier le point x' autour de l'origine. 
Il reste à examiner ce qui se passe autour d'un pôle de la 
fonction^, c'est-à-dire autour d'un point qui rend cette fonc- 
tion infinie; on le fera en changeant j^ en — > dans l'équation 

f(x,y)= o; les variations de y' feront alors connaître celles 
dey. 

V. — Des lacets. 

Soita(yî^. i)un point critique d'une fonction quelconque ; 
autour du point a comme centre décrivons un cercle BGDde 




rayon infiniment petit, imaginons que l'on enlève une portion 
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infiniment petite DB de la circonférence et que Ton fasse 
partir de B et D deux lignes infiniment rapprochées Tune de 
l'autre, AB et DE ne se coupant pas, la figure ainsi formée 
porte le nom de lacet relatif au point critique a. Le lacet 
ainsi formé est censé parcouru dans un certain sens : ce sens 
est direct si le point décrivant a l'intérieur du lacet à sa 
gauche; le sens est rétrograde dans le cas contraire. D'ail- 
leurs Faire infiniment petite du lacet ne doit contenir aucun 
autre point critique que le point a, le contour même étant 
à ce point de vue censé faire partie intégrante de l'aire. Sup- 
posons le lacet parcouru dans le sens direct par un mobile qui 
partira alors du point A; ce point A est V origine ou Ventrée 
du lacet, le point E placé vis-à-vis en est V extrémité ou la 
sortie, AB et DE sont les bords du lacet. Le bord que l'on 
parcourt en ayant l'aire du lacet à gauche ou quand on che* 
mine dans le sens direct est le bord droit, l'autre est le bord 
gauche; on dit aussi la droite et la gauche du lacet. La por- 
tion BCD est la circonférence du lacet. 

VI. — Variation d'une fonction algébrique le long d*an contour 

quelconque. 

Considérons maintenant un chemin quelconque C allant 
de Xf, en X\ ; donnons-nous en Xq la valeur initiale de la fonc- 
tion algébrique y^ et proposons-nous de calculer la valeur 
que prendra y en ^i , si l'on fait suivre à la variable x le chemin 
donné C. 

Observons à cet efiet que l'on peut remplacer le chemin G 
par un autre C provenant de la déformation continue du pre- 
mier, pourvu que, entre deux chemins successifs conduisant 
de la forme C à la forme C, il n'existe aucun point critique 
algébrique de la fonction j^; ou, si l'on veut, pourvu que, 
dans sa déformation, le chemin ne rencontre aucun point 
critique algébrique, car entre ces deux chemins successifs la 
fonction restera monodrome. 

Imaginons qu'en chaque point critique on plante un piquet 
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rond et que, attachant un fil en Xo, on lui fasse suivre le con- 
tour donné C et traverser un anneau planté en j?! ; cela fait, 
tirons le fil en Xi de manière à le tendre ; en se déformant, 
ce fil figurera divers chemins conduisant à la même valeur 
de j^ en C| que le contour primitif; car jamais le fil ne pourra 
franchir un point critique, grâce à Faction des piquets fichés 
en ces points ; considérons alors le fil complètement tendu ; 
il affecte la forme d'un polygone ajant ses sommets en Xq, 
en J?| et aux points critiques : seulement quelques côtés 
pourront être formés de la juxtaposition de plusieurs hrins; 
de même les piquets plantés aux points critiques pourront 
être partiellement embrassés ou complètement entourés une 
ou plusieurs fois par le fil. 

Imaginons alors que, laissant le fil libre de glisser dans 
Tanneau X|, on vienne pincer chaque côté du polygone et 
tirer le fil de manière à Tamener en Xq ; enfin, entre le fil et 
chaque piquet embrassé par le fil, introduisons un piquet et 
tirons avec ce nouveau piquet de manière à amener le fil en Xq : 
la nouvelle figure affectée alors par le fil constituera encore 
un chemin équivalent à C, mais ce chemin est évidemment 
composé de lacets suivis du chemin rectiligne x^Xi ; donc : 

Théorème* — Quand il s'agit de savoir quelle valeur 
prend une fonction algébrique y en un point x^ quand la 
variable suit un chemin Xo x^^ la valeur dey au point de 
départ étant y ^^ on peut remplacer ce chemin par un autre 
formé d^ une série de lacets ayant leur origine enxo et du 
chemin rectiligne Xq x^. 

Il ne reste plus qu'à étudier TefTet d'un lacet. Supposons 
qu'à l'entrée du lacet la valeur de la fonction y soit jko î 
lorsque la variable x, suivant le bord droit, sera arrivée sur le 
petit cercle j', elle y acquerra la valeur^^ ; quand la variable x 
aura décrit le petit cercle et sera venue sur le bord gauche 
du lacet, ou bien y reprendra la valeur ^^ et le point critique 
sera de nul effet sur la valeur considérée de y, ou bien y 
acquerra la valeur y\ différente de y^ et le long du bord 
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gauche du lacet y prendra des valeurs différentes de celles 
qu'il avait sur le bord droit, car le long des bords du lacet il 
n'existe pas de point pour lesquels la différence de deux 
valeurs de y soit infiniment petite ; ^ reviendra donc en x© 
avec une valeur différente de sa valeur initiale. 

Dans le premier cas, on dit que le lacet est inactif; dans 
le second, il est actif» 

Théorème. — Si Von part du point Xq açec la valeur 
initiale y i dey, il existera toujours un contour fermé tel 
qu'en revenant en Xq après Valoir parcouru, y prenne 
une quelconque yi des valeurs y^^ y^t • • • 7 y m racines de 
l'équation f{xQ^ y) = o, 

(I) /(^, r) = o 

désignant l'équation irréductible qui définit y. 

En effet, supposons que j^ ne puisse prendre en j:© que les 
valeurs y\,y2y • • • > yh i étant < m, lesquelles se permute- 
ront alors exclusivement les unes dans les autres. Formons 
les fonctions symétriques 

^i = ri^s -^ ^1^3 -+-.•• -H yi-\yi^ • • • » A/ = y^y^ .^. ri'y 

l'équation 

(2 ) y— A,^*-» 4-. . . zh A/ = o 

définira une fonction algébrique de x de degré i < m, car A, , 
A2, . • . sont des fonctions rationnelles de ^; en effet, elles 
sont monodromes, monogènes, et n'admettent qu'un nombre 
limité d'infinis, qui sont ceux de yt, y^, . . . , yi. Mais ceci 
est absurde : en effet, Téquation irréductible (1) admettrait 
pour diviseur le premier membre de (2) qui est rationnel el 
peut se mettre sous la forme entière. 
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vn. — Développement d'une fonction algébrique 
dans le voisinage d'nn point critique. 

Soit X = a^y^=b uq point critique pour la fonction y 
algébrique définie par l'équation irréductible 

les diverses valeurs de j^ autour de ce point sont les unes mono- 
dromes, les autres susceptibles de se permuter entre elles au- 
tour du point a. Les premières sont développables par la for- 
mule de Taylor, nous n'avons rien à en dire; les autres se 
partagent en groupes, et, dans chaque groupe, toutes les ra- 
cines de ce groupe se permutent circulairement les unes dans 
les autres quand le point x tourne autour de a. Soient ^,, 
y^i . . .,^1 les valeurs àe y qui se permutent ainsi les unes 
dans les autres et qui forment un groupe ; posons x — a = t\ 
y^ par exemple, pourra être considéré comme fonction de i ; 
or, quand le point x a effectué i révolutions autour du point a, 

{x — a)' ou ^ a repris sa valeur initiale, ainsi que^< ; donc^» 
est fonction monodrome de t et, par suite, il est développable 
suivant les puissances de t. On peut donc poser 

jr,= A-i-Bf -4-Gi*-+-... 

ou 

.1 1 

^, = AH-B(ar — a)»^-C(ar — a) 'H- 

Ainsi, en général, dans le voisinage d^un point cri- 
tique a, qui n'est pas un infini, la fonction algébrique est 
développable suivant les puissances entières d'une racine 
de X — a. 

Le développement peut d'ailleurs servir à représenter 
tout un groupe de racines. 

Si le point a est un infini, sans être un point critique algé- 
brique, le développement de y pourra se faire suivant les 
puissances positives et négatives entières de x — a; si le 
L. — Traité d'Analyse, IV. 3 
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point a est à la fois un pôle et un point de ramification, le 
développement aura lieu suivant les puissances positives et 
négatives d'une racine de x — a. 

Disons enfin que, de la théorie des asymptotes, il résulte 
que, en général, il existe, pour :r = oo, des développements de 
la fonction^ sous la forme 

C-, G| Gj 
a- -I- Co H H £ -■ 



• • > 



G, Cq, Cf, ... désignant des constantes, si le pointa Tinfîni 
n'est pas critique; s'il est critique, on aura les développe- 
ments correspondants en changeant x en - et j^ en - dans 
l'équation qui sert à définir la fonction y. 



Soit 



VIII. — Des cycles. 



A/'"-hB/P-i-G^T-f-. 



une série ordonnée suivant les puissances entières positives 
et croissantes de t^ dans laquelle A et m sont difi^érents de 
zéro, et où A, B, G, ... sont indépendants de i\ supposons 
cette série convergente dans un cercle de rayon fini ou infini 
décrit de l'origine comme centre, la courbe ou la portion de 
courbe représentée par l'équation 



m 



P 



(I) 



jK — ^ = A(a7 — a)«-i-B(a7 — a )«-+-..., 



a, b désignant des constantes quelconques et n un entier po- 
sitif, est ce que l'on appelle un cycle. Ge cycle peut aussi 
être représenté par les deux équations 



(2) 



a- — a = /«, j^ — 6 = Ar«-h Br?-hG/Y-^..., 



et nous supposerons que les nombres w, ^, y, . . ., /i n'ont 
pas de diviseur commun. 

En vertu de la théorie que nous avons exposée aux para- 
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graphes précédenls, t pourra se développer en série ordonnée 

suivant les puissances de (y — 6)"* et, par suite, x — a aussi, 
en sorte que le cycle pourra de même être représenté par une 
équation de la forme 

A', B', . . . désignant des constantes, m, n, p^ , . . des entiers. 
Soumettons le cycle (i)à une transformation de coordonnées 
tout à fait générale, transportons Porigine en un point quel- 
conque a', b' et appelons x^y' les nouvelles coordonnées; 
les formules de transformation seront 

a?'— a'= X (x — a)-h \L(y — b)f 

\ IL, V, [ji' désignant des constantes. Ces formules donnent 

a:'— a' = X «« -J- [X A /"« -h . . . , 
/— 6'= X'/'i-i- [jl'A/'«-^ 

Si les formules de la transformation des coordonnées sont 
tout à fait générales, x' — a! et y — b' sont développables en 
séries ordonnées suivant les puissances entières de t et les 
premiers termes de ces séries seront du même ordre par rap- 
port à t. 

Il faut conclure de là que, sites axes de coordonnées sont 
quelconques, les nombres met n sont égaux et l'on a 

x — a=it'*, X — 6 = A^'*-+-B <«^» -f 

EfTectuons encore une transformation de coordonnées ; on aura 

x'—a' = {\ -h [X A)r»-^..., 

y— 6' = (V-f-|x'A)r«-t-..., 

et, si Ton détermine la transformation de manière que 

X'-f- ji'A =0, 
le premier terme du développement àey sera d'ordre supé- 
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rieur au premier terme du développement de x. L'ordre du 
premier terme du développement de x ne peut pas s'élever 
en même temps, car il faudrait qu'on pût l'abaisser par une 
transformation inverse, ce qui est impossible; c'est d'ailleurs 
ce que l'on vérifie directement en mettant à la place de X, jx, 
X', |x' leurs valeurs en fonction des angles dont les axes ont 
tourné. Quoi qu'il en soit, par un choix, convenable d'axes, 
les équations du cycle pourront être présentées sous la forme 



4-V4-1 



• • » 



A, B, . . ., M, N, ... désignant des constantes, ou sous la 
forme 

(3) y^b = G{x — a) " -r-Uix—a) ïï~-4-... 
OU encore 

(4) x — a = t", y — b = A/"+v4- B^'+^-hi^». ..^ 

G, H, . . . , Â, ... désignant toujours des constantes. 

Lorsqu'un cycle est représenté par une équation de la 
forme (3) ou (4) (si les fractions qui servent d'exposants 
à X — a ne peuvent avoir de plus petit dénominateur com- 
mun que /i), le nombre n est ce que l'on appelle Vordre du 
cycle, le nombre v est sa classe, Ae point a, b est V origine 
du cycle. 

Lorsque /i^i, l'origine est un point singulier par lequel 
passent n branches de courbes réelles ou imaginaires*, ces 

branches ont toutes avec l'axe des x un contact d'ordre - 

n 

en général fractionnaire, elles ont entre elles un contact de 
même ordre au moins; exceptionnellement, le contact pourra 
être d'ordre plus élevé. 

Théorème. — Si l'on coupe un cycle par une droite 
infiniment voisine de l'origine, et non parallèle à la 
tangente^ elle le rencontre en un nombre de points infini- 
ment voisins de l'origine^ égal à son ordre. Si la droite 
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en question était parallèle à la tangente, le nombre de 
points d'intersection infiniment voisins de l'origine serait 
égal à l'ordre augmenté de la classe. 

Cela résulte de la considération de l'équation (3); si les 
axes sont quelconques, v = o et la droite y=zb-\-^ coupe la 
courbe en n points infiniment voisins de a, b\ si Taxe des x 
est tangent au cycle, v >> o, et la parallèle j^ = 6 + e à la tan- 
gente coupe en /i + V points infiniment voisins de a, b. 

C. Q. F. D. 

IX. — Cycles des conrbes algébriques. 

D'après la théorie des points critiques de M. Puiseux, on 
sait que, dans le voisinage d'un point critique, les diverses 
valeurs de la fonction y, définie par l'équation irréductible 

(I) /(^,7) = o, 

se distribuent en groupes de valeurs se permutant les unes 
dans les autres. Les valeurs d'un même groupe sont données 
par une équation de la forme 

a P 

(i) y — b = A(a7 — a/*-|-B(2: — a)"-h..., 

a, b désignant les coordonnées du point critique. Cette équa- 
tion représente un cycle qui fait partie de la courbe (i); nous 
dirons que ce cycle est un cycle de la fonction j^ ou de la 
courbe f=^ o. 

Soit ^{oc^y) une fonction rationnelle àex el y, le cycle (2) 
peut être représenté par les équations 

X — a = t^, y — ô = A <"-+-... , 

si les axes de coordonnées sont quelconques, et alors on a, 
dans le voisinage du point <7, 6, 

^{x, y)—f^{a-^ f*, ^ -h A^'»-!- . . .); 

o pourra se développer suivant les puissances de t et, par suite, 
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sera d'un ordre iniinitésimal entier par rapport à t : c'est ce 
que nous appellerons V ordre de <f (qui peut être positif, nul 
ou négatif) par rapport au cycle considéré ; si la fonction © 
contenait les dérivées de y^ son ordre se définirait encore de 
la même façon : ce serait son ordre infinitésimal par rapport 

k t oxxh {x — ay. 

On peut donner de l'ordre de <p une autre définition : soient, 
pour le cj'cle considéré, y^ , j^a? • • • » ^/i les valeurs Ae y cor- 
respondant à une même valeur de Xj la fonction 

est monodrome autour du point a, le point a est pour elle 

un zéro dont Tordre de multiplicité (ordre par rapport à 

1 

X — a) est égal à l'ordre de <p, par rapport à ^ ou à (^ — a)" ; 
ainsi, pour avoir l'ordre de cp, il suffit d'évaluer le degré de 
multiplicité du zéro de la fonction symétrique ^ (* ). L'ordre 
de cp pourra donc être représenté par l'intégrale 

(3) '__ rn^)dz 

prise autour du point a. 

Théorème. — La somme des ordres d^une /onction ra- 
tionnelle o(Xy y) relatifs à tous les cycles de la courbe 
algébrique /{x^ y)^=o est nulle. 

En effet, cela revient à dire que le nombre des zéros, moins 
le nombre des infinis de la fonction rationnelle 

o^ JKi? y-ij • • •? ym sont les valeurs de y pour une même 
valeur de x^ est nul. 

Théorème. — Une transformation de coordonnées n'al- 
tère pas V ordre d'une fonction par rapport à un cycle. 



(*) En considérant un infini comme un zéro d'ordre négatif. 
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En effet, considérons le cycle 



a: — a = /«, jr — b = A/«+^-4-.. 



et la fonction 



©(a? — a, ^ — 6). 



Effectuons la transformation de coordonnées 

x' — a'= 'kix — a)-h \k(y — 6), 
/-^'=V(:r-a)^lx'(j.~P); 

les équations du cycle deviendront 



si donc on pose 



x'-a'=t'n^ 






les nouvelles équations du cycle seront 



et l'on aura 



/ '» = X <« -f- fJt A ««-^^v _j_ 
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t' est donc de même ordre que t; or Tordre de la fonc- 
tion (f par rapport aux anciens axes est Tordre infinitésimal 
de yC^", A.t"'^^ -\-. . .) par rapport à t et, par suite, par rap- 
port à t^ : c'est donc l'ordre de ç dans le nouveau système 
d'axes qui est quelconque; donc enfin une transformation 
de coordonnées n'altère pas l'ordre d'une fonction par rap- 
port à un cycle. 



X. — Intersection d*nn cycle et d'une conrbe. 



Coupons le cycle 



(i) 



ar = i'», j^ = A<«+>'H-..., 



rapporté à son origine et à sa tangente, par la courbe 



(a) 



?(^»7) = o» 
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Xn. — Qaisificatîoii des poisU liiigiilieTS. 

Diaprés ce que Ton vient de voir, od peut partager les 
points singuliers en deux catégories, les points singuliers à 
tangentes séparées et les points singuliers présentant des 
tangentes confondues. 

Les points singuliers d'ordre k ii tangentes séparées 
peuvent être considérés comme résultant de la réunion 

de points de la courbe. 

Les points singuliers d^ ordre p à tangentes confondues 
peuvent être considérés comme résultant de la réunion de 

^ points de la courbe, plus d^ autant de points quil 

y a d'unités dans la somme s des ordres des contacts des 
diverses branches^ somme qui est un nombre entier. On 
dira qu'en un tel point la courbe se coupe elle-même 






En effet, il est naturel, par analogie avec ce qui a lieu pour 
rintersection de deux courbes distinctes, de dire que le 
nombre des points d^ntersection d^une courbe avec elle- 
même dans le voisinage d*un point singulier est Tordre du 
produit des différences Vi — yj des ordonnées de deux 
branches dans le voisinage du point singulier, ou, ce qui 
revient au même, Tordre du produit de toutes les différences 
11(^1 — yj) des racines de l'équation qui représente la courbe ; 
or Tordre de ce produit est aussi la somme 5 des ordres des 
contacts des diverses branches qui se croisent au point sin- 

gulier augmenté du nombre de combinaisons de ces 

branches prises deux à deux, c'est-à-dire -^ — ^^^ + s. 

Il est à remarquer qu'il arrivera souvent que ce nombre 
sera fractionnaire, mais son double sera entier. 
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Remarque. — On voîty et ceci est important pour ce qui 
suivra, que V ordre du premier membre de Inéquation aux 
carrés des différences des racines y de V équation d^une 
courbe en un point singulier est le double du nombre de 
points d'intersection de la courbe avec elle-même en ce 
point j le nombre d'intersections étant fictivement estimé 
comme il vient d'être dit. 
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CHAPITRE m. 

SUR LA TRANSFORMATION DES FIGURES PLANES. 



I. — Diverses méthodes de transformation. 

Soient X Giy les coordonnées d'un point, si l'on pose deux 
relations telles que 

(i) ar==<p(a7', y), y = ^{3;', y'), 

ou même, plus généralement, 

4>(ar, 7, x\ y') = o, W(:r, y, x\ y') = o, 

aux points^, ^correspondront un ou plusieurs points o:',^, 
et si le point (^, y) décrit une figure, le point correspondant 
{x\y) en décrira une autre. On dit que ces deux figures sont 
transformées l'une de l'autre. 

Rien n'empêche de supposer que or', y soient des coor- 
données tangentielles : alors à un point de l'une des figures 
correspondra une droite dans l'autre, et les deux figures 
seront encore des transformées l'une de l'autre. 

Nous commencerons par étudier les méthodes de transfor- 
mation les plus simples, qui sont aussi les plus anciennes; ce 
sont évidemment celles dans lesquelles les équations (i) sont 
du premier degré, que x\ y représentent des coordonnées 
ordinaires ou des coordonnées tangentielles. Ce sont l'homo- 
graphie et la corrélation, dont on doit l'idée première à 
Chasles et à Poncelet. 

Notre but, en écrivant cet Ouvrage, est surtout de faire 
connaître les propriétés analytiques des fonctions, ainsi que 
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DOusTavons dit dans notre Préface; ce n^est que d'une façon 
accessoire que nous y présentons des applications et des 
développements géométriques. Il ne faudra donc pas consi- 
dérer les théories que nous allons exposer comme un Traité 
des propriétés projectives des figures : c'est à peine si Ton 
peut envisager les quelques pages qui vont suivre comme 
une introduction à l'étude de ces propriétés. Nous nous 
bornerons à faire connaître les parties qui sont nécessaires 
à l'étude des fonctions algébriques. Nous renverrons le lec- 
teur curieux d'approfondir l'étude des transformations des 
figures à la Géométrie supérieure de Chasles, à son Traité 
des Sections coniques, à son Aperçu historique, à ses 
Mémoires, au Traité des Propriétés projectiles de Pon- 
celet, aux Ouvrages de Plùcker, de Cremona, de de Jon- 
qaières, etc. Un résumé, même succinct, des travaux de ces 
géomètres doublerait Tétendue de l'Ouvrage que nous écri- 
vons. 

II. — Définition des figures homographiqnes. 

Soient Xy y les coordonnées d'un point appartenant à une 
première figure, x\y les coordonnées d'un point apparte- 
nant à une seconde figure : si Ton a 

__ ax'-^bf-^c _ a! x' ->r y y -^ c* 

a, 6, Cy a', é', c', a^, 6", c" désignant des constantes, on dira 
que les deux figures sont ho mo graphiques, ou transformées 
l'une de l'autre homographiquement. Pour justifier cette 
définition^ il faut montrer que x' et y sont des fonctions 
àt X tl y rationnelles dont les numérateurs et les dénomi- 
nateurs sont du premier degré; à cet effet, rendons les équa- 
tions (i) homogènes et écrivons-les ainsi 



U) 



y 



ax'-^ by-^ cz' a'x'-H ôy-f- c'y a x -\- by'-hc'z 
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En désignant alors par - la valeur commune de ces rapports^ 

on a 

a x*-\- b y'-\- c z' =z tx, 

a' x'-k-b' y'-^c' z'— ty, 
a'x' -i- b''y' -hc'z'= tz; 

on en conclut pour x\ y, z' des valeurs fonctions linéaires 

x' y 

de tx, ly^ tz et homogènes : -^,> ~ ou x' et y seront donc de 
la forme indiquée en - et — ou en x et y. 

Théorème I. — Si, x, y^ z désignant les coordonnées 
trilinéaires d'un point M; x\ y, z' celles d'un autre 
point M', et si^ a^ b^ c^ ... désignant des constantes, on 

pose 

^ y f 

ax' -\- by -\-cz' a' x' -^ b' y' -^ c' z' a x' -\- b'y' ->r c' z'' 

les points M et M' appçirtiendront à deux figures homo- 
graphiques. 

En effet, entre les coordonnées recti) ignés ordinaires de M 
et de M' il existera deux relations permettant d'exprimer les 
coordonnées de M en fonction des coordonnées de M', sous 
la forme de fractions ayant même dénominateur du premier 
degré et des numérateurs du premier degré aussi. 

Je rappelle que le rapport anharmonique de quatre points 
ai, a2y aa, a^ en ligne droite est le rapport 

• , 

ai ai a^ a^ 

et que le rapport anharmonique de quatre droites concou- 
rantes, oa\j oa^'i oa^y oa^ est le rapport 

sma^oai ^ sina4oai 
__ • — j 

siDajoas sin a^oaj 
qui d'ailleurs est égal au rapport anharmonique des quatre 
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points ai, ^2, ^3, a^ d^intersection des droites en question 
avec une transversale quelconque. 

Si l'on désigne par 1? et Ç^ deux fonctions linéaires 
distinctes des coordonnées courantes (rectilignes ordi- 
naires, homogènes ou trilinéaires)^ les droites concou- 
rantes représentées par les équations 

(i) P-X,Q=o, P — X,Q=o, P_X3Q=o, P — X4Q = o 

auront pour rapport anharmonique 

Xj — A t ^ X4 — Xi 
. X2 — X3 X4, — A3 

En effet, prenons les droites P = o, Q = o pour axes des 
coordonnées, les équations (i) prendront la forme 

k désignant un rapport indépendant de x et y et de X|, 7^2» 
)»j, X4. Coupons les droites que représentent ces équations 
par la droite x = const. = a, les ordonnées des points d'in- 
tersection kXta, k^ia^ kX^^a, kX-^a seront quatre segments 
dont les extrémités seront quatre points en ligne droite, ayant 
pour rapport anharmonique le rapport cherché; ce rapport 

est 

kaXf — kaXi ^ kaX^. — AaXj 

XraXj — AraXs " AraX; — kaX^ 
c'est-à-dire 

Xt — Xj ^ X4 — \x 

Xj — X3 X4 — Xs 

comme nous l'avions annoncé. 

Lorsque le rapport anharmonique de quatre points est 
égal à — I, ces points forment une division harmonique; 
lorsque le rapport anharmonique de quatre droites est égal 
à — I , ces droites forment un faisceau harmonique; d'après 
cela, les droites représentées par les équations 

P = o, Q = o, P-+-Q=:o, P — Q=o 

forment un faisceau harmonique. 



[ 



48 CHAPITRE III. 

Car elles donnent lieu à des segments o, oo, Ara, — ka qui, 
écrits dans l'ordre — ka, oo, Ara, o, donnent pour rapport 
anhat'monique — i . 

III. — Propriétés fondamentales des figures homographi^es. 

Théorème I. — Deux figures homographiques sont deux 
figures de même degré. 

Cela résulte de ce que, si Ton considère l'équation homo- 
gène d'une ligne, pour obtenir la figure homographique, il 
faut remplacer les coordonnées courantes par des fonctions 
linéaires de ces mêmes coordonnées. 

Corollaire. — Donc la figure hom,o graphique d^une 
droite est une droite. 

Cette conclusion, toutefois, ne sera entièrement exacte 
que si l'on considère les points à l'infini, 5 = 0, comme for- 
mant une ligne droite, la droite de V infini. A cette droite 
de l'infini pourra correspondre, ou la droite de l'infini dans 
la figure homographiquc, ou une droite située à distance 
finie a'V-f- by-^c'z'^o. 

Théorème II. — A quatre points en ligne droite, ou à 
quatre droites concourantes^ correspondent dans la figure 
homographiquc quatre points en ligne droite ou quatre 
droites concourantes ayant le même rapport anharmo- 
nique. 

Il suffit évidemment de prouver que deux faisceaux de 
quatre droites homographiques ont même rapport anharmo- 
nique, car une division formée par quatre points sur une 
droite a même rapport anharmonique qu'un faisceau de 
quatre droites passant par ces points. 

Or tout faisceau de quatre droites peut être représenté par 
des équations de la forme 

(i)P-XiQ-o, P — X,Q=o, P-X3Q=o, P-XvQ = o, 
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P et Q désignant des fonctions linéaires des coordonnées 
courantes x^ y. La figure homographique sera représentée 
par les équations 

(a) P'-XiQ'r=o. P'_X,Q' = o, p.-X3Q' = o, P'-X^Q'-o, 

où P', Q' désignent des fonctions linéaires des coordonnées 
courantes j/ et j^; or le faisceau (i) et le faisceau (2), d'après 
ce que Ton a vu au paragraphe précédent, ont même rapport 

anharmonique ~ — ~ : r-^ — ,— ; donc, etc. c. q. f. d. 

Aj — Aj A4 — Aj 

Pour effectuer la transformation homographique donnée 
par les formules du paragraphe précédent, 



X y 



— ff->» 



ax'-v- by'~r cz' a'x'-r- b'y-,- c' z' a x' ^ b'f-^ c' z 

sur une figure donnée par son équation, on peut rendre celte 
équation homogène, la présenter sous la forme 

f{T, y, z) = o, 

où y désigne une fonction homogène, et faire la substitution 
linéaire 

IX — ax' -^ by' -h cz\ 
{i) ) y^a'x' — b'y'-c'z, 

( z = a'ar'-h b" y' -^ c" z' . 

La théorie de l'homographie est, à ce point de vue, l'inter- 
prétation géométrique de la théorie des substitutions linéaires. 
Quand on suppose les formules (3) résolues par rapport 
à a:/, y\ z' , on peut les mettre sous la forme 

' x' r-.%x -r-^y — Y>s, 



[z' r=a!'x 



?>-+-Y 



» - 



Considérons une courbe représentée par l'équation homo- 
gène 

L. — Traité d'Analyse^ IV. /i 
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sa transformée aura pour équation 

f{axf-^- ly -\- cz\ a'a7'-f-. . .)=:o; 
l'expression 

ox oy az 

est un covariant et même un covariant absolu. II en est de 
même de ses puissances symboliques; de là découlent les 
conditions suivantes : 

Théorème III. — La tangente à une courbe C a pour 
transformée homographique la tangente à la transformée 
de la courbe C. 

Et ce théorème ne souffrira pas d'exception, si l'on convient 
de considérer les asymptotes des courbes comme des tangentes 
à l'infini. 

Théorème IV. — Les polaires des différents ordres d'une 
courbe C ont pour transformées homo graphiques les po- 
laires de même ordre de la transformée de C. 

Théorème V. — La hessienne d'une courbe C a pour 
transformée homographique la hessienne de la trans- 
formée de C. 

Car le hessien d'une fonction est un covariant. 

Théorème VI. — Quand une courbe C présente un point 
singulier M, sa transformée homographique a aussi pour 
point singulier le point M' qui correspond à M; les deux 
points M et M' ont des singularités analogues. 

En effet, si la courbe C présente en M, dont les coordon- 
nées sont^, j', z, un point multiple d'ordre/?, les émanants 



{-&-^ $*-%)■ 



sont identiquement nuls pour t = i , 2, ...,/? — i ; les éma- 
nants 



( 



V- à/ df , d/y 
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correspondants seront donc aussi identiquement nuls; la 
transformée O de C aura donc en M' un point multiple 
d'ordre />. Les tangentes en M et M' aux nœuds auront res- 
pectivement pour équations 

si donc le nœud M présente deux tangentes confondues, le 
premier membre de (6) contiendra un facteur carré, il devra 
en être de même de (7) et, par suite, le nœud M' présentera 
aussi deux tangentes confondues, etc. 

Théorème VII. — L'ordre du contact de deux courbes 
n'est pas altéré par une transformation ho mo graphique. 

En effet, deux courbes ont un contact d'ordre n, quand 
leurs dérivées, jusqu'à Tordre n, sont proportionnelles, c'est- 
à-dire quand leurs émanants jusqu'au n*^°^® inclusivement sont 
proportionnels quels que soient X, Y, Z, et alors leurs trans- 
formées ont aussi leurs émanants proportionnels j usqu'au n^^^" 
inclusivement, et par suite ont un contact d'ordre n. 

c. Q. F. D. 

IV. — Sur nue méthode particalière pour efléctner 
les transformations homographiqnes. 

Soient x, yj z les coordonnées trilinéaires d'un point rap- 
porté à un triangle de référence T, dont le côté 2 = peut 
être, si l'on veut, la droite de l'infini; soient x\ y, d les 
coordonnées trilinéaires d'un autre point rapporté à un autre 
triangle de référence T'. 

Si le point Xj y y z décrit une certaine figure F, le 
point x\y ^ z' ayant des coordonnées proportionnelles à 
X9 y y z décrira une figure F' homographique de F et, réci- 
proquement, deux figures étant homo graphiques y on peut 
toujours supposer les figures rapportées à des triangles de 



1 
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référence, tels que les coordonnées d'un point de l'une 
soient proportionnelles aux coordonnées du point corres- 
pondant de Vautre. 

En efTet, rapportons les deux triangles T et T' à un même 
système d'axes rectangulaires, OÇ, Ot) ; on aura 



X — a^ -\- br, -»- c, 


X' aï'-pV-i-Y, 


y—a'^' b'r, - c. 


y-a'f'-pV-r. 


Ç = «'5 -^ b'r, -.- c-, 


x=a'Ç'.-p-r/-f', 



a, 6, . . ., a, ^, . . . désignant des constantes déterminées. Si 
l'on pose alors 

— = ^ = — 

X ~ y z^ 

on aura entre les coordonnées S, /) et $', r/ des points corres- 
pondants les relations 

si le déterminant Sitia^'y" n'est pas nul, c'est-à-dire si le 
triangle T' est un véritable triangle à surface finie Ç', r/ et 
l'unité seront des fonctions du premier degré de ^ et r^ mul- 
tipliées par p et, par suite, Ç' et V seront de la forme 

A, B, ... désignant des constantes, et vice versa. 
Réciproquement, si l'on pose 

ces formules (2) donneront 

a; - r^^. -H Y - ^ - .Vr-1- B'r7--G'' 

•^'" A'J-hB'Ti-f-C' 

'- M*^^ -r - N"ti - 4- P" 

^ " A'î- B'r,-!-G'' 



r 
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IVI, N, . . . désignant des constantes, d^où Ton déduira 



_ = -^ = - 
X y z' 



JCjV^ z étant des fonctions linéaires de Ç et tj et, par suite, 
des coordonnées trilinéaires relatives à un nouveau triangle 
de référence. 

Celte proposition est Importante : elle rend évidents les 
théorèmes énoncés au paragraphe précédent, elle permet en 
outre d'établir les théorèmes suivants : 

Théorème I- — La figure ho mo graphique d^un cycle 
est un cycle de même ordre et de même classe. 

Théorème II. — Deux cycles homo graphiques sont tels 
que deux branches ont entre elles le même ordre de con- 
tact que leurs correspondantes. 

En eflet, étant donnée l'équation de l'un des cjxles, cette 
équation sera aussi l'équation du cvcle homographique : les 
coordonnées seront seulement rapportées à un autre triangle 
de référence 5 l'ordre et la classe d'un cycle ne dépendant que 
de la forme de l'équation de ce cycle, le premier théorème 
est démontré. L'ordre du contact de deux courbes ne dépend 
que de l'ordre infinitésimal de la différence de deux coor- 
données de même nom, les autres coordonnées étant les 
mêmes; par suite, l'ordre du contact de deux branches 
de courbes ne saurait être altéré par une transformation 
homographique, cet ordre fût-Il fractionnaire ou incom- 
mensurable. Cette démonstration ne fait pas double emploi 
avec celle du théorème VII du paragraphe précédent, qui 
supposait essentiellement l'ordre du contact entier. 

y. — Utilité de l'homographie. 

Le but de l'homographie est de généraliser les propriétés 
des figures. Étant donnée une propriété d'une figure, en la 



>« • 
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transformant homographiquement, on en déduit une propriété 
de la figure transformée. 

En se plaçant à ce point de vue, une propriété d^une figure 
est exprimée analytiquement par une relation entre les coor- 
données des divers points de cette figure; cette relation, 
transformée à Taide des formules de rhomograpbie, fournil 
alors une autre relation qui est ordinairement une propriété 
plus générale d'une autre figure : je dis « plus générale » 
puisque la nouvelle relation contient tous les paramètres ar- 
bitraires qui entrent dans les formules de transformation. 
Si la transformation que l'on a fait subir à la figure est telle 
que les paramètres de la transformation soient tout à fait 
arbitraires, une nouvelle transformation homographique 
appliquée à la transformée ne fournira pas de résultat nou- 
veau. 

Il peut arriver qu'une propriété d'une figure soit exprimée 
par une équation qui ne contient que des covariants ; la figure 
transformée jouit alors exactement de la même propriété que 
la figure primitive, et cette propriété, que l'on ne saurait 
généraliser par l'homographie, est alors ce que Ton appelle 
une profnélé projectîve. Les propriétés projectives sont donc 
les plus importantes, puisque les autres en sont pour ainsi 
dire des cas particuliers. 

Pour ne faire qu'une application de l'homographie, consi- 
dérons deux droites parallèles A, A'; coupons-les par une 
série de droites parallèles entre elles, B, B', B'', . . ., nous for- 
merons une série de parallélogrammes dont les centres seront 
sur une droite parallèle à A, A'. Si nous transformons la figure 
ainsi formée, les droites A, A' qui concouraient sur la droite 
de l'infini auront pour transformées deux droites concou- 
rantes ao et a'o, les droites B, B', B'', . . . deviendront des 
droites issues d'un point fixe (o, les parallélogrammes consi- 
dérés tout à l'heure deviendront des quadrilatères quel- 
conques; mais les points de concours de leurs diagonales se> 
ront encore en ligne droite et cette droite d passera en o ; la 
droite D équidistante de A et A' formait avec ces droites et 
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la droite de Tinfini un faisceau harmonique ; donc les droites 
Odj Oa, Oa', Oco forment aussi un faisceau harmonique 
(p. 48, théorème II). C'est le théorème connu sur la polaire 
de deux droites, théorème qui ne peut plus être généralisé 
par l'homographie et qui est projectif. 

Les propriétés non projectives sont appelées propriétés 
métriques. 

Les formules de la transformation homographique 



» »' 



ax'-^by-^cz' - a'x'-hb'y-i-c'z' a" x ^ b" y' -v c' z 

renferment huit paramètres a\ b \ c \ ... le", que l'on peut 
déterminer en se donnant arbitrairement quatre valeurs des 
rapports x \y \ z et les quatre valeurs des rapports corres- 
pondants x' \ y \ z'. Ainsi : 

Quand on veut transformer une figure homograplu- 
quementy on peut choisir quatre points et leur faire cor- 
respondre homo graphiquement quatre autres points à 
volonté. 

Quatre points et leurs correspondants détermineront une 
transformation et une seule; il faudra pourtant que certains 
déterminants ne soient pas nuls : par exemple, à des points 
en ligne droite on ne pourra pas faire correspondre des points 
quelconques; à quatre droites quelconques on pourra aussi 
faire correspondre quatre droites données, et parmi ces droites 
pourra se trouver la droite de l'infini. Faire correspondre 
quatre droites à quatre droites, cela revient à faire corres- 
pondre quatre points de rencontre de ces droites aux points 
de rencontre des quatre correspondants, pourvu que l'on 
oe prenne pas parmi ces points trois d'entre eux en ligne 
droite. 

On fait souvent correspondre aux deux ombilics du plan 
deux points réels ou imaginaires situés à distance finie. Les 
transformations que l'on obtient ainsi permettent de déduire 
les propriétés projectives d'une conique de celles du cercle, 
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clair que, dans certains cas particuliers, il pourra y en avoir 
une infinité. 

Ces trois points ne seront pas en général en ligne droite; 
mais supposons-les en ligne droite, la droite qui les contient 
se correspondra à elle-même. Soient a^, a2t a^ ces trois 
points; si, sur la droite, on prend un quatrième point a^y il 
se correspondra à lui-même, puisque, en appelant a\ son 
correspondant, le rapport anharmonique des points ^i , a^, as, 
a4 sera le même que celui des points ai, a2, as, a\. Ainsi, 
dans le cas où trois points doubles sont en ligne droite, il y 
a une infinité de points doubles ; mais, appelant S le déter- 

minant des équations (i), ses mineurs sont nuls et -r- est nul; 

Téquation S = o a une racine double ; si Téquation S == o n'a 
pas de racine triple, on voit que, indépendamment de la ligne 
des points doubles, il existera un point double, en général 
situé en dehors de cette ligne. 

Plaçons-nous dans rh)^pothèse où les points doubles forment 
un triangle \ prenons ce triangle pour triangle de référence, 
les formules de transformation devront être satisfaites pour 
a; = o, jK == o» ^' = o, ^' = o : cela exige que c -- c' == o ; on 
verrait de même que a' = o, a":= o, 6 = 0, b/' =zo. Ces for- 
mules de transformation se réduiront donc à 

^ V z' 
(a) 



ax o y c z 

ce qui montre que la théorie des coordonnées trilinéaires doit 
donner les mêmes résultats que Thomographie, lorsque les 
coordonnées d'un point sont non pas les distances de ce point 
au triangle de référence, mais des quantités multiples de ces 
distances, le rapport restant indéterminé. 

Mais, si Ton transporte la figure x^ y^ z d'une façon 
quelconque dans son plan, il faudra remplacer x, y^ z par 
des fonctions linéaires de ces variables dépendant de trois 
paramètres arbitraires; si alors on forme les équations (i) 
pour les nouvelles valeurs de a, ft, c, on pourra écrire que 
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les mineurs de s sont nuls, et Ton voit que, en général, on 
pourra déplacer l'une des figures, de manière qu'après le 
déplacement les figures aient en commun une infinité de 
points coïncidant avec leurs correspondants. 

Si Toa prend la ligne double pour côté >c = du triangle 
de référence, et le point double isolé pour sommet opposé, 
les formules de transformation prendront la forme (2), 
Féquation en s se réduit à (s — a)(s — b'){s — c") = o, et, 
comme elle a une racine double, il faut, par exemple, que 
« =: 6'. Les deux figures sont alors dites homologiques. Les 
formules de l'homologie ramenées à leur forme la plus simple 
sont alors 

(3) -^.l.^X^. 

Le point x = o, j' = o, eslle centre dliomologie, la droite 
c = o est Y axe d^homologie. 

Appelons O le centre d'homologie, D Taxe, M et M' les 
points correspondants dont les coordonnées sont respective- 
ment Xy y y z et x\ y^ 5' ; les équations (3) expriment que les 

points O, M, M' sont en ligne droite et que le rapport -^r^, est 

égal au rapport des distances du point M et du point M' à 

Taxe d'homologie, multiplié par une constante \. Ce qui 

revient à dire que, si P est le point où la droite OMM' 

rencontre Taxe, on a 

mi _ P M 
OSr "" FM' ' 

Celle formule peut servir à construire le point homologue 
d'un point donné; à son inspection on voit que : 

I® Les deux droites joignant deux points et leurs cor- 
respondants se coupent sur l'axe d'homologie; 

2* Les tangentes en deux points homologues de deux 
courbes homologiques concourent en un même point de 
/'axe. 



i 
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3° Les tangentes à une courbe menées par le centre 
cVhomologie sont tangentes à la courbe homologique, 

4** Uaxe d^homologie est une corde commune aux 
courbes homologiques, 

5® Deux coniques quelconques sont homologiques de 
plusieurs manières; chaque point de concours de deux 
tangentes est un centre d^homologie, une corde commune 
lui correspond en qualité d'axe d'homologie; etc. 

On voit que les droites correspondantes de Tinfini sont 
parallèles; donc, quand on voudra amener deux figures 
homographiques à être homologiques, il faudra d'abord 
rendre parallèles les droites correspondantes de l'infinî^ 
après quoi une simple translation de Tune des figures suffira 
pour assurer Thomologie. 

Nous ne ferons pas d^application de l'homologie; disons 
seulement qu'elle peut servir à déduire du cercle une foule 
de propriétés des coniques : c'est ce que Ton peut voir dans 
les CEuvres de Chasles et de Poncelet, qui sont les inventeurs 
de l'homographie et de l'homologie. 

Lorsque l'on suppose la droite 5 = rejetée à l'infini, les 
formules (3) donnent 

^ -y -\' 

—7 — 7 — A , 

X y 

les figures homologiques sont alors homothétiques : riioino- 
thétie est donc un cas particulier de l'homologie, et par 
conséquent la similitude est un cas particulier de l'homo- 
graphie. 

Une dernière remarque, en terminant ces considérations 
très succinctes. Des formules de transformation algébriques 
telles qu'à un point et un seul d'une figure corresponde 
toujours un point et un seul de la figure transformée et vice 
versa, sont nécessairement les formules de l'homographie, 
car ces formules sont les seules qui soient du premier degré 
par rapport aux coordonnées de l'un ou l'autre système de 
variables. 
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Vm. — Digression sur les courbes du troisième ordre. 

Une courbe du troisième degré a neuf points d'inflexion , 
car sahessienne est de degré 3. Toutefois, comme une courbe 
du troisième degré peut posséder un point double, on voit 
que le nombre de ses points d'inflexion pourra être réduit 
a trois et même à un, si elle possède un rebroussement. 

Parmi les courbes du troisième degré, il y en aura de la 
classe 3.2 = 6; il y en aura de la classe 4 et de la classe 3, 
ainsi que le montrent les formules de Plûcker. 

Les points d'inflexion sont toujours trois à trois en ligne 
droite. 

En efiet, soient MM'IVF un triangle formé par les tangentes 
à trois points d'inflexion, A, A', A" les points de contact : on 
aura, en vertu du théorème de Carnot, 



MA .M'A^ .M'A^ _ 
MA'' .M'A'' .wV 



Cette relation, après extraction de la racine cubique de ses 
deux membres, donne une relation qui prouve bien que les 
points A, A', A" sont en ligne droite. 

Rapportons la courbe à un point d'inflexion, la tangente 
étant prise pour axe des :i;; il faudra que, pour jr = o, l'équa- 
tion en X ait trois racines nulles; elle sera donc de la forme 

Ç3-+- ay^-r- ihxy -+- cy — o, 

^3 désignant un polynôme homogène du troisième degré. 
Soient O le point d'inflexion, OM'M''' une sécante et M un 
point sur cette sécante, tel que 



a I 


, OM'-i-OM 


OM ~ CM' 


OM' ~ OM'.OM' 
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Le lieu du point M est une droite dite polaire harmonique 
du point O; en effet, soient 

ar.= rcos6, ^=rsinO 

l'équation de OM : les coordonnées de M' et M" sont données 

par 

r*«p3(cos6, sin6)H- r(asin'0 + 26 cos6sin6)-+- c sinO = o; 

il en résulte 

OM -f- OM' _ a sin*6 -^ 9.^ cosO sinô _^ /r sin6 -+- aôcosB 
"ÔM . OM' ■" c"sin(i ~ c * 

donc 

Ol a sin6 -h 26 cosO 



OM "" c 

Si Ton remplace OM par r, on a J*équation de la polaire har- 
monique 

ay -T- ibx -f- 2C — o. 

Supposons que le point d'inflexion O s'éloigne à TinGni : 
la polaire harmonique deviendra un diamètre rectiligne de la 
courbe pour les cordes parallèles à la direction dans laquelle 
le point O s'est éloigné. 

Ainsi, par une transformation homographique ou même 
homologique, on pourra donner à la courbe un diamètre rec- 
tiligne, et même un axe; on peut faire mieux : prenons la 
tangente d'inflexion pour droite de l'infini, pour axe des x le 
diamètre et pour axe des y une perpendiculaire passant par 
le point d'inflexion à l'infini. Il n'entrera plus dans l'équation 
de termes en j^^ et^', car la droite de l'infini étant tangente 
d'inflexion, quand on aura rendu l'équation homogène, pour 
5 = 0, les termes du troisième degré en x eiy devront former 
un cube parfait, ce qui exige que ^ n'y entre plus, puisque^' 
n'y entre pas. Ainsi ; 

Par une transformation homographique on ramènr 
toute équation du troisième degré à la forme 
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uDe transformation de coordonnées fait disparaître le terme </, 
et l'on a, en général , 

y* — x{x^-h-px'^- q) = x{x— i){x — 3). 

Si la courbe possède un point double à Torigine, on a ^ = o et 
son équation affecte la forme 

y'^ ■= x'^ix — a), 

et si elle possède un rebroussement, la forme 

y^ = x^, 
qui représente la parabole semi-cubique. 



IX. — Figures corrélatives. 
Posons 

jr __ aÇ -A- 6ri -I- c?J ^ _ a'Ç -4- ô't) -f- r'Ç 

et supposons que, ^,^, z étant les coordonnées homogènes 
ordinaires d^une figure, Ç, t), 2^ soient les coordonnées tangen- 
tielles homogènes d^une autre figure. Les deux figures en 
question sont dites corrélatives; elles jouiront des propriétés 
suivantes : 

1° La transformation n'altérant pas le degré des équa- 
tions, à un point de la première figure correspondra une 
droite de la seconde et à une droite de la première figure 
un point et un seul de la seconde, 

2" A une conique de la première figure correspondra 
une conique de la seconde. 

3* En général, à une courbe du m'^'"^ ordre correspondra 
une courbe de m^^"^^ classe et vice versa. 

4"* A deux droites qui se coupent correspondent deux 
points et la droite qui les joint, 

5** A une droite tangente à une courbe correspond un 
point situé sur la courbe correspondante. 

6* A deux courbes et à leurs intersections correspondent 






~1 
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deux courbes et leurs tangentes communes et vice versa; 
et en particulier à une courbe et à une droite avec les points 
d' intersection correspondent une courbe, un point et les 
tangentes issues de ce point, etc, etc. 

'j^ A quatre points en ligne droite correspondent quatre 
droites concourantes, possédant le même rapport anhar- 
monique. 

En effet, les équations laDgentielies de quatre points en ligne 
droite peuvent être mises sous la forme 

P-f-XiQ = o, P-r-X,Q = o, P-XjQr^o, P-,-X4Q=o; 

une transformation corrélative donne les quatre droites con- 
courantes, 

P, Q désignant des fonctions linéaires des coordonnées tan- 
gentielles ^, r^ et/>, q des fonctions linéaires des coordonnées 
ordinaires x, y; dans les deux cas, le rapport anharmoniqiie 
est 

/j^-- Aj ^ A| — Av 

Xj — Xj Xj — Ai 

Les figures polaires réciproques sont un exemple de figures 
corrélatives. Soît S = o Téquation de la conique directrice, la 
polaire du point x, y^ z a. pour équation 

V ^ _:_ Y - 5 7 '^- — 

' Ox àj^ Oz * 

les coordonnées tangentielles de cette droite sont 

. â^ r)S f)S 

ojr dy dz 



elle correspond au point :c,^', z, et les formules précédentes 

as dS 
âx^ ày 



sont celles d'une transformation corrélative, puisque -r-> -,- » 



^sont du premier degré. Il est aisé de voir que deux figures 
corrélatives peuvent toujours être déplacées de manière à 
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pouvoir être considérées comme polaires réciproques, cette 
deruiëre transformation contenantcinq paramètres arbitraires. 

Théorème. — Toute figure F corrélative de la figure F' 
est une figure homo graphique avec la polaire réciproque 
de V prise par rapport à une conique quelconque^ en par- 
ticulier avec la polaire réciproque de F' relativement au 
cercle x^ '\- y^ -^ z^ = o. 

Cela revient à prouver que deux figures corrélatives 
d^une troisième sont homographiques : ce qui est évident. 
En effet, soient x^ y y z et x\ y'^ z' les coordonnées de deux 
points qui correspondent à la droite qui a pour coordonnées 
langentielles Ç, tj, 2^; on aura, en appelant a, 6, . . . , a, ^, ... 
des constantes, 



ax 



rx 



by -r 


- cz 




ax H- 




-- 


Vz 


— 


a'x - 


-t- h" y -^ c' z^ 




■t'' 


; 


ol'x''-^ 




- 


ï ^ 


— 


tTx' 





TéUmination de Ç, /i, ^ fournit entre ^^ y, z et a;', y^ z' des 
relations qui servent à définir une relation homographique. 
Ed général, la théorie des figures corrélatives ne donnera 
donc rien de plus que la théorie de la transformation par 
polaires réciproques dont on peut faire remonter l'origine à 
Brianchon, mais qui a été particulièrement développée par 
Chasles et par Poncelet. 

X. — Recherche de la classe d'une courbe algébrique 
et du nombre des points critiques d'une fonction algébrique. 

Soit 

une équation irréductible de degré m : elle représente une 
courbe de degré m : nous désignerons par n sa classe. Une 
Iransformation homographique n'altérant, ni le degré, ni la 
classe, ni la nature des points singuliers, on peut faire subir 
L. — Traité d* Analyse, IV. 5 
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à la courbe une telle transformation, de manière qu^il d y 
ait pas de points singuliers à l'infini. 

Ceci posé, soient a, ^, y les coordonnées homogènes d'un 
point quelconque du plan, et, Téquation (i) étant rendue 
homogène, considérons le co variant 



9 = a -f- 
dx 



P 






et évaluons la somme de ses ordres relativement aux cycles 
dey=o. Cette somme devra être nulle (p. 38) : 

I® Par rapport à un cycle dont Torigine est à l'infini, la 
courbe n'ayant plus de points singuliers à l'infini, l'ordre 
de (p sera — (m — i) ; or la courbe /= o a m points à l'infini : 
donc la somme des ordres de <f relativement aux cycles ayant 
leur origine à l'infini est — m{m — i). 

Maintenant prenons l'ordre de ^ par rapport à un cycle 
dont l'origine est à distance finie ; <p ne s'annule qu'aux points 
de contact des tangentes issues du point a, ^, y et aux points 
singuliers; alors : 

2** L'ordre de (p en un point de contact est évidemment 
égal à un, et par suite la somme des ordres de (p relative- 
ment à tous ces points est /i, classe de la courbe. 

3^ L'ordre de f relativement à un point singulier peut 
s'obtenir comme il suit : on eflectuera une transformation 
homographîque consistant à prendre a = o, y = o ; alors ç se 

réduira à ^9 mais, quand on substitue dans ■— les valeurs 

àe y tirées de l'équation de la courbe, on obtient les produits 
des carrés des différences des valeurs de j^. Pour avoir l'ordre 
def , il faudra prendre le produit des carrés de toutes les dif- 
férences des valeurs de y qui s'annulent pour x = o\ mais ce 
produit (p. 43) 6st le double de ce que nous avons appelé 
le nombre des rencontres de la courbe avec elle-même. Il en 
résulte que la somme des ordres de cp est le double du nombre 
total des rencontres de la courbe avec elle-même. En appelant 
ce nombre o, ou a donc 

— m (m — i)-i- /i -î- 20 = o 



L 
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OU bien 

n = m{m — i) — 28. 

Les points critiques de la fonction algébrique y définie par 

df 

Téquation (i) sont ceux qui satisfont à l'équation ^ = o; 

loalefois les points singuliers à tangentes séparées ne sont 
pas critiques : le nombre w des points critiques sera donc n ; 
s^il n'y a pas de points critiques à tangentes séparées et si Ton 
désigne par r le nombre des cycles d^ ordre supérieur à un 
qui correspondent aux points critiques, on aura 

w — n-T- r; 

mais il faudra compter comme point critique double, tri- 
ple, etc., celui où se réuniraient deux, trois, etc., cycles 
(IWdre supérieur à un. 



XI. — Points d'inflexion d*iine courbe algébrique. 
Cherchons, pour Tégaler à zéro (p. 38), la somme des 



ordres de la fonction ^-^ par rapport aux cycles de la courbe 



d'ordre m 

Nous aurons plusieurs espèces de cycles à considérer : la 
fonction -5^ s'annule aux points d'inflexion de /=o; il y 
aura donc à considérer les cycles correspondant à ces points ; 
elle devient infinie pour a: = 00 et aux points où -p est nul ; 

d'ailleurs tous les points où j- est nul peuvent ne pas rendre 

^ infini : c'est ce qui peut arriver s'ils sont singuliers. Or 

on peut supposer que l'on a transformé les coordonnées, de 
telle sorte qu'aucun des points où la tangente est parallèle 
à l'axe des y ne soit singulier, et de telle sorte qu'aucune 



:^»î/ 



r*p.- 
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asymptote de la courbe ne soit parallèle à l'axe des^. Ceci 
posé : 

i^ Les cycles relatifs aux points d'inflexion, c'est-à-dire 

pour lesquels on a ^, = o, peuvent être représentés par des 

équations de la forme 

y = kxP ->-,. ,^ 

où /> J 3, Tordre est un, la classe v est p — i . Si le point d'in- 
flexion est ordinaire, on aura /> i= 3, v -= 2, 

y —p{p — i)xP-^-\-,, . 

et l'ordre dey = -^~ sera un ; si donc on considère un point 

pour lequel la classe est v comme équivalent à v — \= p — a 
points d'inflexion ordinaires, on pourra dire que chaque point 
d'inflexion fournit une unité à la somme des ordres de la 



fonction 






2° Les cycles où ^"^ = o sont en nombre égal à la classe 11 

de la courbe/=<i, en ces points qui ne sont pas singuliers 
grâce à ce que les axes sont quelconques, on a 

1 

y — h — K{x — àY-^-Y^ix — a)~\ ... 

et 

l'ordre de ——^ par rapport à (x — a)" est égal à — 3 : donc 
les cycles où -f^ = o fournissent chacun — 3 unités à la 

somme des ordres de la fonction ,*i- 

dx^ 

3" Les cycles pour lesquels x est infîni ont des équations 
de la forme 

y = cx-^ c^-\ h. . ., 

x 



i 



r 



i 
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et De correspondent pas à des points singuliers, puisque les 
axes des coordonnées sont quelconques ; on en tire 

d^v Ci 

donc y est du troisième ordre par rapport à-> et chaque 

point à TinGni fournit 3 unités à la somme des ordres dey\ 
En résumé, la somme des ordres de y est le nombre i des 
inflexions dey=o, diminué de trois fois le nombre n des 
points où la tangente est parallèle aux j/-, et augmenté de trois 
fois le nombre m des points à l'infini ; on a donc 

i-f-3/n — 3n — o 
ou 

i= 3(n — m). 

Si la courbe y = o n'a pas de points singuliers, on a 

n — /n(m — i) 

■ 

et Ton retrouve la formule 

i ~ 3m(/n — 2); 

c'est l'une des formules de Pliicker, en supposant que la 
coarbe/=: o ne possède pas de singularités. 

XII. — Transformations quadratiques. 

Les formules de la transformation quadratique sont de la 

forme 

,_ U ,_ V 

U, V, W désignant trois polynômes du second degré en x^y. 
Ces formules peuvent être remplacées par les suivantes 



(0 TT= .r = ,.,> 



U ~ V ~ W 



où j/, y^ 5' sont des coordonnées homogènes et où U, V, W 



"l * 



70 



H » 



CHAPITRE III. 

peuvent être censés fonctions de trois coordonnées homo- 
gènes X, y, z. 

Nous n'étudierons que la transformation quadratique bira- 
tionnelle, c'est-à-dire telle que l'on puisse déduire des for- 
mules (1), x^y^z en fonctions rationnelles de^,^', z'. Cher- 
chons donc tout d'abord la condition pour que les formules (1) 
représentent une transformation birationnelle. 

En général, si l'on se donne le point {x\ y\ ^'), les équa- 
tions (i) représenteront deux coniques ou même, si l'on veut, 
trois coniques 

dont les intersections x^y^ z au nombre de quatre seront les 
points correspondants au point ar', y y -5'. Toutefois, si les co- 
niques U, V, W avaient trois points, A, B, G communs, les 
coniques (i) ou (2) passeraient par ces trois points fixes et 
n'auraient plus qu'un seul point d'intersection variable, et 
dont les coordonnées seraient fonctions de x\ y\ z'\ x,y^ z 
seraient alors rationnels enx^^y', z'. Supposons qu'il en soit 
ainsi. 

Prenons le triangle Â6C pour triangle de référence : les 
formules (1) prendront la forme 



(3) 



y 



\yz -t- Yixz -\- <lxy A'yz -t- B'xz -r- G'xy 



A'yz-i-B'xz-i-Cxy 



or, 


si Ton 


pose 








XA 


-^ |i.A' 


-!- V A' r- 


I 




XB 


i-lxB' 


^ V B' - . 







XC 


-+-|jlG' 


--VG" :^ 







X'A 


-- |x'A' 


-hv'A'r- 







A'B 


+ ix'B' 


4-v'B'- 


t 




X'G 


-i-lx'G' 


-^v'G'- 






X'A-+-|jl'A'-4-v'A'=o 
X'B -f-[jL'B'-hv'B'' = o 
X'CH-ii'^G'-t-v'C^i 
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les quantités \ [x, v, • . . seront bien déterminées si Ton n'a 
pas 



A A' A" 
B B' B' 
C C G" 



= 0, 



c'est-à-dire si les équations U = o, V = o, W = o sont dis- 
tincts, et alors de (3) on déduira 



zx 



-^y 



Udc transformation homographique de la figure x\ y', z' 
ramènera ces formules à la forme 



X' 



^y 



yz xz xy 
d'où Ton tire réciproquement 



X 



__ .r _ - 



.' -f 



» .j 



y z z X X y 



de sorte qu'a<^ point x^y, z correspond un, et un seul point 
^»y» 5', et vice versa. 
Considérons la transformation 



0) 

qui donne 



3P _^ y _ z 



y Z z X 



X y 



yz zx xy 



donnons-nous le point M de coordonnées x^y, z et voyons 
comment on construira le point correspondant M' de coor- 
données xfy y, z\ 

Soit ABC {fig' 2) le triangle de référence; soient X = o, 
Y = o, Z ^= o les équations de BC, CA et AB respectivement. 

Le point M est à l'intersection des droites CK et AL, 
représentées par les équations 

Y X Y Z 

y ~ x^ y " z' 
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donc le point M' est à l'intersection des droites 

X Y 

— — j 

jr X 



Z Y 

- - = - > 

y * 



que nous appellerons CK' et AL' {fi g- 3). 

Pour rendre les choses plus claires, nous construirons le 



Fig. J. 



f 
/ 1 




• 




//M ' 





\ 




f ' 1 

4 






\ 
\ 



point M' sur une autre figure ; CIv' et AL' {fig- 3) seront des 
droites, telles que 

Fig. 3. 

1 




donc : 



CAL' = BAL, 
BCK' = ACK ; 



i" -4 un pointai non situé sur le périmètre du triangle 
de référence correspond un point M' non situé sur le péri- 
mètre de référence. 

a° Si par le point M on imagine un déplacement dx^ dy^ 
dzy le point W subira un déplacement de même ordre dx\ 
dy^ dz'j pourvu que M ne soit pas sur le périmètre du 
triangle de référence. 
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3® Il résulte de là que, si le point M est un point multiple 
d'une courbe, non situé sur le périmètre du triangle de 
référencey le point M sera un point multiple de même 
espèce de la courbe transformée. Et par point de même 
espèce, il faut entendre non seulement un point de même 
ordre de multiplicité, mais encore un point ayant le même 
nombre de tangentes confondues, les branches de courbe 
tangentes ajant le même ordre de contact dans la courbe 
proposée et dans la transformée. 

4° Supposons maintenant qu'une courbe ait en C un point 
multiple d'ordre v : voyons comment jsera situé son corres- 
pondant et quelle sera sa nature. A cet effet, prenons deux 
points M et M|, sur deux branches de la courbe, voisins de C 
et en ligne droite avec A : leurs correspondants M' et M '^ seront 
sur deux droites CM' et CM', , faisant entre elles le même angle 
que CM et CM4 , et très près de AB, de sorte que, si le point 
multiple placé enC a ses tangentes séparées, à ce point 
correspondront v points distincts sur AB. 

5^ Supposons les points M etM| situés sur des branches de 
courbe ayant entre elles un contact d'ordre N; MM| sera 
d'ordre N + i et M'M'^ d'ordre N; aux branches tangentes en 
C correspondront donc deux branches tangentes de la courbe 
transformée n'ayant plus qu'un contact d'ordre N — i ; ainsi 
donc, si le point multiple placé en Ca des tangentes con- 
fondues ayant des contacts d'ordre N, N', N", . . . , à chaque 
couple de ces branches correspondront d'autres branches 
ayant un contact d'ordre N — i , N' — i , N" — i , .... 

De ces remarques découle un théorème de la plus haute 
importance. 

Théorème. — Au moyen d'une série de transformations 
quadratiques birationnellesy on peut toujours transformer 
une courbe algébrique quelconque, en une autre qui n'ait 
plus de points multiples à tangentes confondues. 

En effet, plaçons le sommet C du triangle de référence en 
un point multiple à tangentes confondues de la courbe à trans- 
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former, et choisissons le triangle de référence de telle sorte 
qu'aucun de ses côtés ne touche la courbe; la transformation 
quadratique pourra bien introduire de nouveaux points mul- 
tiples, mais aucun d'eux n'aura de tangentes confondues. 
Quant au point C, il a été remplacé par d'autres points simples 
ou multiples avec des branches ayant un contact d'un ordre 
moins élevé d'une unité que dans la courbe primitive. 

En opérant successivement des transformations analogues, 
on pourra introduire de nouveaux points multiples, mais à 
tangentes séparées, et l'on finira par faire disparaître tout 
contact entre les branches qui passent par un point singulier. 
Ce théorème est de M. Nôther. 



XIII. -- NoaYolle espèce de fommles de transformation 

des fonctions algébriques. 

Considérons deux courbes algébriques 

(1) /(a:,^)=-o, 

(a) /'(^',y) = o. 

Si l'on établit entre les coordonnées x^y\ x\ y une relation 
algébrique, 

(3) «p(ar, x'\y, y) — o\ 

si l'on se donne le point (x', y) sur la courbe (2), a: et j^ se 
trouveront déterminés au moyen des équations (i) et (3) sur 
la courbe (1) et vice versa; le point (a:, y) étant donné sur la 
courbe (i), x' et y seront déterminés au moyen des équa- 
tions (2), (3). 

Ainsi, en vertu de la relation (3) qui établit une correspond- 
dance entre les points {x^y) et {x\y) situés sur les courbes ( 1 ) 
et (2) respectivement, à un point de la courbe (1) corres- 
pondront, par exemple, k! points de la courbe (2), et à un 
point de la courbe (2) correspondront k points de la courbe (i). 

Si une correspondance est telle qu'à un point de (i) cor- 
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responde an point seulement de (2) et vice versa, en d'autres 
termes, si k = k^= i, on dit que la correspondance est i/ni- 
forme, ou encore que les courbes (i)se correspondent />oi/i^ 
par point. 

Pour obtenir une courbe qui corresponde uniformément ou 
point par point à la courbe (i), il suffit en général de poser 

9, y, •} désignant trois polynômes entiers ^ si Ton élimine x et y 
entre (i) et (4), on tombe sur une équation, telle que (a), qui 
représente une courbe ( 2) correspondant point par point à (i). 

En effet, si Téquation (2) est satisfaite, les équations (i) 
et (4) ont une solution commune :r, y. Si cette solution com- 
mune est unique (ce qui a lieu le plus souvent), x ely s'ex- 
primeront rationnellement en fonction de x' et y. 

Ainsi, en général, une transformation, telle que (4); ration- 
nelle, appliquée à une courbe algébrique, la transforme en une 
antre qui lui correspond point par point, et Ton passe de la 
courbe transformée à la courbe primitive au moyen d'une 
transformation de même forme que celle qui sert à passer de 
la courbe primitive à sa transformée. 

Il y aura donc une infinité de manières de former des équa- 
tions de courbes qui se correspondent point par point. 

XIY. — Théorème de la consenration du genre. 

Considérons deux courbes C et G' se correspondant point 
par point, c'est-à-dire de telle sorte qu'à un point de l'une 
corresponde un point et un seul de l'autre. Soient x ely les 
coordonnées d'un point de G ; x' et y les coordonnées du 
point correspondant de G' : alors x et y seront fonctions 
rationnelles de x' et de^, et vice versa d'ailleurs. Nous sup- 
poserons 

?> y.> ^ désignant des polynômes dont le degré sera s. 



[ 
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Soient a^ b, c des constantes quelconques : considérons la 
fonction linéaire de x' et y 

et écrivons que la somme des ordres de celte fonction par 
rapport auiL cycles de la courbe CJ est nulle. 

I® La somme des ordres de par rapport aux cycles pour 
lesquels x' et y' sont infinis est, en appelant m! le degré deC, 
le produit — m's; en effet, le nombre des cycles de G pour 
lesquels Torigine est à Tinfini est m' et Tordre de 6 par rapport 
à chacun d'eux est — s. 

2° Si <p, y, ^ sont nuls à la fois, à chaque point ( j/, y^ pour 
lequel ^ = y=^ = o, correspondra un cycle; les ordres 
de ?, y, ^ par rapport à ce cycle étant désignés par A, il s'in- 
troduira dans la somme que nous voulons évaluer un terme 
égal à SA. 

3^ Enfin, si Ton considère un point d'intersection de la 

droite 

a.r -+- by -4- c — «, 

avec la courbe C, à ce point correspondra un point (x^, y) 
donnant lieu à un cycle, par rapport auquel Tordre de sera 
égal à un : le nombre total de ces cycles est m ; ce nombre 
doit donc figurer dans la somme des ordres de 0, et Ton a 

(i) — m'j-f- lA -^ m = o. 

Considérons en second lieu la fonction 

dans laquelle ~^, désigne une dérivée totale relative à x\ égale 

par conséquent à ~ -}- ~ ~~, et où a^ b, c désignent trois 

constantes quelconques, et écrivons que la somme de ses 
ordres relativement aux cycles de C est nulle. 

i" Les points x\y ^ situés à Tinfini et qui sont au nombre 
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de m! y donnent des cycles par rapport auxquels Tordre de T 

est— 2(5 — i),parcequeledegrédey -^ — ^ ^, par exemple 

est 2(5 — 1); ces points fourniront à la somme que nous 
voulons évaluer la partie — 2 m' (s — i). 

2" Les points où dx' = o fournissent à la somme que nous 
cherchons l'élément — /i', égal en valeur absolue à la classe 
de G. 

3^ Considérons maintenant les cycles dont Torigine x\ y* 
annule le polynôme T et tout d'abord ceux pour lesquels 
Forigine satisfait aux équations 

"fd^ — ^ àrf _ ^ //o — o d^ _ oc?/ — 7 ^® 

dx' ~~ da/ ~ dx' ~ 

Soit 

\'-x'=tJ', T-y^-X'tJ'-; ... 

Téquation de l'un de ces cycles et 

X — ./• = (J, Y —y — KtJ -^ ... 
l'équation du cycle correspondant sur la courbe C; on a 

^Y dx' 



'dx' ^ dx' \ ^\^dt )^ ' dt ^ 



' dt ' di ' 



mais ç), 'y^, •} sont d'ordre h : la quantité précédente est donc 
d'ordre 2 A 4- y — y'. Les cycles considérés fournissent donc à 

la somme que nous voulons évaluer l'élément X(^^^ — 7 ^"7 )• 

4** Enfin nous avons encore à considérer les cycles dont les 

coordonnéesdel'origine, sans annuleràla fois \j / > • • • ' 

annulent cependant T. La relation T = o est une relation 
linéaire entre les coordonnées tangentielles d'une tangente à 
la courbe C: elle exprime que cette tangente passe par un point 
fixe, ce qui détermine n points x^ y et par suite n points x^y'^ 
et n cycles apportant une unité à la somme que nous voulons 
évaluer, n désignant la classe de C. 
On a donc finalement 

U) — 2m'(5 — i)— n' -\- Z{2 h ~ / -^ j) -^ n = o; 



i 
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rélimination de s entre (1) et (2) donne 

(3) n-2m -(n'-am) ^-2(y— y') = o. 

Maintenant je dis qu^en tout point où Ton n'aura pas 

y M — ^ dy^ __ ^ do — 9 d^ ? ^7 — X ^? 

dx dx' dx' 

le cycle aérant ce point pour origine et le cycle correspondant 
sur la courbe C auront le même ordre. 

En effet, les équations d*un cycle de C étant 

X = X -/y, \ — y ^ A/y-1-..., 
les équations du cycle correspondant de C seront 

fD(T-^tJ\ y' - \tJ ...) 
V • • Y 

^{x : lJ,y-AtJ ...; 



ou 



I d o d o\ 

.x-^.-tJ(-, . \ -\4-, ; )--..-, Y-...: 



dx' ^ dy ^j 

donc, si Ton n'a pas 

ce qui entraînerait ^ rfç — <p ^(}/ = o, l'ordre j du cycle de C 
sera égal kf. La même conclusion subsiste quand le point {x^y) 
est à l'infini. 

Dans la formule ( 3 ), on peut donc supposer que le signe y] 

s'étend à tous les cycles des courbes C et C; si l'on écrit cette 
formule (3) ainsi 

(4; „_2m-.-2(y — I) ./i' -2/ii'-:-2(y'— I), 

on pourra dire que les signes ^^ s'appliquent à tous les cycles 

dont l'ordre n'est pas égal à l'unité. 

Nous verrons tout à l'heure que le nombre 



n —im - h 



i;(y-o 



[ 
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est pair. Appelons-le 2(/> — i) : nous aurons alors 

n — 2 /w — ^(y — i) = 2/> — 2 
ou bien 

(5) p= ^-,n-i-i-i2(y~i); 

ce nombre p est ce que Ton appelle le genre de la courbe C. 
On peut donc énoncer le théorème suivant, qui a été entrevu 
parRiemann, mais dont le véritable sens et la démonstration 
rigoureuse ont été donnés par M. Halphen et M. Smith. 

Théorème. — Une transformation rationnelle n'altère 
pas le genre d'une courbe. 

Et, en particulier, une transformation quadratique (p. 69 
n^altère pas le genre d'une courbe. 

XV. — Limite du nombre des singnlarités. 

Dans le cas où la courbe algébrique C n'a pas de points 
singuliers à tangentes confondues, la formule (5) du para- 
graphe précédent qui donne le genre se réduit à 

n 

car 11 n'j a pas de cycles d'ordre supérieur à un, et, en rem- 
plaçant n par sa valeur, qui alors est (p. 67) 



n = m( m ^ i) — o = /n(m — i) — ^ 



/.( A- — I ) 



'2 



k désignant l'ordre d'un point multiple, on a pour/? la valeur 

entière 

_ (m — i)(m — îj) ^ A:(/<: — 1^ 
P — .^ ^ ^ - 



Je vais prouver que, dans ce cas, le genre est positif, c'est- 
à-dire que le nombre des intersections d'une courbe C avec 



■ 
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le genre/?,- de la courbe C« est, en le supposant de degré m/, 

(mi — i)(/n/— a) ^ ^ 

S|- et y I désignant pour cette courbe les quantités analogues 
à 8 et y. En général, les courbes C/ se coupent en 

mj mj -f- /Tij 7^3 -f- . . . -f- /w^r-i /w;t = ^. 'W/ m^ 

points que l'on peut regarder comme des points doubles de G; 
on a donc 

et, par suite, 

la formule (i) donne alors 



P = 






Où 



^p-k^l. 



c. Q. F. D. 



XVI. — Réduction des fonctions algébriques. 

Nous allons voir que toutes les fonctions algébriques de 
même genre sont réductibles à des types simples au moyen 
de transformations rationnelles. 

Au moyen d'une première transformation, on peut ramener 
une courbe algébrique à ne plus avoir de points singuliers à 
tangentes confondues (p. 78); soit donc 

(i) f(xyy) = o OU /(a:,^, ^)=o 



i 
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une courbe algébrique d'ordre m à tangentes séparées, appli- 
quons-lui la transformation 



w 



^ y 



?(^»r>-5) Xi^y^y^) '^i^^yy^) 



dans laquelle nous supposerons les polynômes <p, ^, ^ de 
degrés s. Elle se transformera en une autre courbe 

(3) /'«/,-3') = o, 

dont nous désignerons le degré par m'. Commençons par 

évaluer m'. Désignons par rfi le nombre de points simples 

de/= o par lesquels passent les courbes ç = o,^=o,t]^ = o; 

par rfa le nombre de points doubles de/=o par lesquels 

passent les mêmes courbes, etc. Coupons la courbe (3)|par 

la droite 

ax' -+- by -f- cV = o, 

le nombre des intersections m' sera celui des solutions des 

équations 

/=o, a<p-f-ôy-4-ci^ = o, 

qui est ms\ mais, de ce nombre, il faut défalquer le nombre 
des intersections de <p = o, ^ = o, A = o, /^ o, s'il y en a, 
parce que ces points fixes ne sauraient correspondre à des 
points x', y, js' : le nombre de ces points est 

on a donc 

(4 ) m' = nts — d\ — id% — 3 ^3 — . . . ; 

le degré m! pourra donc par la transformation (2) être rendu 
d'autant plus petit que rfj -h 20^2 4- • • . sera plus grand, et il 
y aura lieu, dans le but, de simplifier Téquation f'=^ o, de 
faire passer les courbes cp = o, y^ = o,4; = oparle plus grand 
nombre possible de points de/= o. 

Ces courbes étant d'ordre s contiendront dans leur équa- 
tion "^ — paramètres variables, et l'on pourrait les faire 
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Si 

passer par antaat <ie points de ^= o : mais Q. Éaat qae ces 
courbes ^îent variables, pour dé terminer par leurs intersec- 
tioa<i an point vanable -r'. y ^ ^ avec x^ jr, z : ceci eiige 
fpVilf^'» n'aient pas toates Les trois des éqoations de la forme 
« -r- A a. a et t? désignant des poIynooKcs donnés et Â on païa- 
mètre indépendant A&j!^y\ d . .Vln^ L'on ne poorra disposer 

qoe de — -2 des paramètres contenus lians a. y, i^ el 

Ton poarra seolement ikire passer les coorbes ^ = o^ y = o. 

i = o par — — — -x points de y ^ o. Appelons p le genre 

dey = o tt f ^=^ o. Soient «?/!», rf'^ . les nombres de points 

don blés, triples^ etc., de y = o. 

Faiàons passer les coorbes 3 = o, y= o. •!» ==r .1 : i* par d^ 
points simples dey=o; 2' par les «i^ points doubles de la 
même courbe; 3" par les d^ points triples de la même courbe, 
mais en les assujettissant à avoir en ces points des points 
doubles ; i^ par les d^ points quadruples de y = o, en les 
assajet tissant à j avoir des points triples , etc. Alors on aura, 
au Heu de la formule ('4.^* 

fn — ms — di — idi — 6dj — ... 

ouy si Ton veut, 

(^} m = ms — m — i)im — a) — 2/> — df^ 

à cause de Tégalité 

t m — î H m — 2 I 
p — aj — 3rfj — . . . : 

on devra avoir ensuite, d'après ce que nous avons dit, 

7. 

OU bien 

t(jc ^ X 1 

M. 

oa enfin 



A 



(ù) 



— ^' I -h — p. 
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Examinons maintenant successivement les divers cas qui 
peuvent se présenter. 

1° Courbes de genre o, /? = o. — On satisfait à la for- 
mule (6) qui devient 

. I ^ _ 

1 'X 

en prenant s = m — 2, la formule (5) donne 

m' = m{m — a) — (m — i)(m — 'à)— dx 
ou 

(A) m! = m — 2 — d\. 

La différence entre -^"^ — - — 2 et le nombre de conditions 
i }}: 1 imposés aux courbes = 0,^^ = 0, <j^ = o est 



(m — a)(/n-4-i) (m — \){m — 2) 

2 2 

on peut donc faire dans (A.) di = m — 4» ^t ''on a alors 
m'= 2: donc : 

Toute courbe de genre zéro peut être transformée en 
une autre du second degré. 

Celle-ci à son tour pourra, au moyen d'une transforma- 
tion quadratique, être transformée en une ligne droite; ceci 
revient à dire que : 

Tbéorème I. — Les fonctions algébriques de genre zéro 
peuvent, au moyen de transformations rationnelles, être 
changées en fonctions du premier degré. 

2** Courbes du genre un, p = 1. — On satisfait à la for- 
mule (6) en prenant 

5C 5-4-3) (m — \)(m — 2) 

—i—> '* ' 
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c'est-à-dire s= m — 2 ; la formule (5) donne 



ou 



(B) 



m'= m(m — 2) — (m — i)(/?i — a)-»- 2 — c?i 



m' = m — di'f 



la différence entre — — 2 et le nombre de conditions 



(m — i)(m — 2) 

2 

^ = est 



— I imposées aux courbes ç = o, y = o, 



(m — 2) (m-hi) (w — i)(m--2) 

— 2 h I = /n — o ; 



on peut alors prendre rf, = m — 3, et Ton a, au moyen de 
la formule (B), m'= 3. Comme /? = i, la formule 



donne 



donc : 



(m'—i)(m'—i) 
p = a j — i a j — ... 



I = j — di ou di = o; 



Théorème II. — Les fonctions algébriques de genre un 
peuvent y au moyen de transformations rationnelles, être 
ramenées à des fonctions du troisième ordre de genre un, 

3° Courbes de genre p^i. — Il faut toujours satisfaire 
à la formule (6), et l'on y satisfera en prenant s = m — 2. 
La formule (5) donne 



ou 



(C) 



m' = {m — 2)m — c?i — (m — i)(m — 2 )-!-/> 



m' ^ m — 2 — di 4-/> ; 



le nombre de paramètres dont on peut disposer pour déter- 
miner les courbes ©==0, y==o, t}^ = o est 

(m — 2)(m-4-i) (m-^i)( m^2) , ^_^ /_:.„. 

2 ^ s- -^ £- 
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on pourra donc prendre di = m — 3 + /> ; alors la formule (C) 
donnera 



ensuite la formule 

n= — cCi — Oûta — ... 

donnera 

« j -H 3 a j -}-..,= • 

2 

n résulte de là que : 

Théorème III. — Au moyen de transformations ration- 
nelles^ on peut toujours changer une courbe de genre p 
en une autre de degré p -\- a, avec des singularités équi- 
valentes à ^^ —^points doubles. C'est ce que nous appel- 
lerons une courbe normale. 

En d'autres termes : 

Une fonction algébrique de genre p peut être transfor- 
mée en une autre d^ ordre /> -4- 2, avec des singularités 

équivalentes à ^^ ^^— points doubles, au moyen de trans- 
formations rationnelles. 

Tels sont les résultats entrevus par Riemann, et rigoureu- 
sement établis dans ces derniers temps, grâce au beau théo- 
rème de M. Nôther. Le théorème de M. Nôther est en réalité 
le suivant : 

Au moyen de substitutions rationnelles, on peut tou- 
jours ramener une courbe à n'avoir d'autres points sin- 
guliers que des points doubles à tangentes séparées. 

Mais il n'existe pas, à notre connaissance, de démons- 
trations tout à fait rigoureuses de cette proposition géné- 
rale. 



88 CHAPITRE III. 

XVII. — Formes les plus simples des fonctions de genre zéro, 

un et denz. 

Une fonction de genre zéro peut être ramenée à satisfaire 
à une équation linéaire, et par une transformation homogra- 
phique toute fonction linéaire peut être ramenée à la forme 
y = a: : telle est la forme normale d'une fonction de genre o; 
en appelant alors 7| une fonction quelconque de genre o et Ç 
sa variable, Ç et t; seront des fonctions rationnelles de x et 
yz=Xj c'est-à-dire de x. Ainsi se trouve démontré ce théo- 
rème que, si une courbe a son maximum de points doubles^ 
ses coordonnées sont fonctions rationnelles d'un même pa- 
ramètre X. 

Une fonction r^ de genre un et sa variable Ç sont fonctions 
rationnelles d'une fonction du troisième ordre et de sa variable 
sans point double. Or la fonction du troisième ordre sans point 
double peut, comme l'on sait (p. 62), au moyen d'une trans- 
formation homographique, être ramenée à satisfaire à l'équa- 
tion 

j^* = a?(ar — a)(a?— P) ou y = ^x(x — a){x — p), 

a et p désignant' des constantes; par suite, S et tj, pour une 
fonction du premier genre, seront de la forme 

Ç=/(57, R), Ti = F(ar, R), 

y et F désignant des fonctions rationnelles de x et du radical 

R z= ^'x{x — cl)[x — P). 

Si Ton pose x = f^, on trouve 

f^ et Fa désignant des fonctions rationnelles. Nous verrons 
que le radical, sans cesser d'être du second degré, peut aifecler 
les formes les plus diverses. Pour le moment il est établi que : 

Lorsqu'une courbe algébrique a son maximum de points 
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doubles moins un, ou qu'elle est de genre un^ ses coordon- 
nées peuvent être exprimées en fonction rationnelle d'un 
même paramètre t et d'un radical de la forme 

A, B, C, D, E désignant des constantes. 

Considérons encore une fonction, ou plutôt une courbe de 
genre deux : elle est réductible à une courbe du quatrième 
degré avec un point double. Prenons ce point double pour 
origine des coordonnées, posons y = tx : Téquation de la 
courbe du quatrième degré se réduira à une équation du qua- 
trième degré en x ayant deux racines nulles, et du quatrième 
degré en t. On pourra la diviser par j?^^ et jj s'en déduira sous 

la forme 

A-hv/T -, , A-^-v/T 
X = g d ou yr^t g 

T désignant une fonction de T du sixième degré et A, B 
des fonctions rationnelles. L'x et Vy d^une courbe algé- 
brique de genre deux seront donc des fonctions ration- 
nelles d'un paramètre t et d^un radical carré recouvrant 
un polynôme de sixième degré en t. 

Les coordonnées d'une courbe de genre />, quand/? ^,3, 
ne peuvent plus en général s'exprimer en fonction d'un 
même paramètre sous forme algébrique explicite. 

Ces exemples montrent toute l'importance de la notion du 
genre, qui paraît aussi apte à classer les courbes algébriques 
que la notion de l'ordre. Il suffit, en effet, d'étudier les pro- 
priétés des courbes normales pour en déduire, par une mé- 
thode analogue à la méthode des projections, les propriétés 
les plus intéressantes des. courbes du même genre. 

XYIII. — Exemples de conrbes de même genre. 

Une courbe et sa transformée par polaires réciproques^ 
ou même une quelconque de ses corrélatives^ ont le même 
genre. 



L 
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Eq effet, la polaire réciproque de la courbe 
s^obtieut au moyen de la transformation 

qui est rationnelle. Cette polaire réciproque est prise par 
rapport à la conique x* -f-^* -}- 5^ = o ; mais toutes les autres 
courbes corrélatives de/= o sont des transformées bomo- 
graphiques de celle-ci ; le théorème est donc démontré. 

Corollaire. — Nous verrons qu^une transformation par 
rayons vecteurs réciproques est un cas particulier de la trans- 
formation quadratique ; elle n^altère pas le genre ; si Ton se 
rappelle alors que la transformée par rayons vecteurs réci- 
proques de la podaire d'une courbe est la polaire réciproque 
de cette courbe par rapport à un cercle (p. 70, t. II), on voit 
qu'une courbe et sa podaire sont de même genre. 

Une courbe et sa développée sont de même genre. 

En effet, pour avoir la développée de la courbe /(a:, y) = 0, 
il faut chercher l'enveloppe de ses normales, qui sont repré- 
sentées par l'équation 

X— ^ _ Y --^ 

dx dy 

à la suite de ces rapports on peut écrire = ^ — -r4 -^ 

on aura alors deux équations qui donneront X et Y coordon- 
nées d'un point de la développée en fonction rationnelle de^ 
eiy. Donc, etc. 

Quand une courbe estunicursale, elle est carrable en termes 
finis, puisque ses coordonnées ^,^ sont fonctions rationnelles 

d'un même paramètre, et alors 1 ydx, son aire, estuneinté- 
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grale de fonction rationnelle. Toutes ses développées succes- 
sives sont de même genre zéro, et par suite elles sont égale- 
ment carrables en termes finis. Il en est de même de ses 
transformées par rayons vecteurs réciproques, par polaires 
réciproques, et de ses podaires. 

De ce que la polaire réciproque d'une courbe et cette 
courbe ont le même genre, il résulte que le genre d'une 
courbe peut s'exprimer au moyen des singularités de cette 
polaire, qui sont relatives aux tangentes de la courbe elle- 
même, mais cette formule ne nous sera pas utile. 

XIX. — Des transformations birationnelles. 

Une transformation est birationnelle quand, les anciennes 
variables étant des fonctions rationnelles des nouvelles va- 
riables, celles-ci, à leur tour, sont encore fonctions ration- 
nelles des anciennes. 

Soit 

i\ x' y z' 

fi) — = "^^ = - - 

nne transformation qui doit être birationnelle; U, V, W seront 
trois polynômes entiers en x^y^ z, homogènes et de degré m. 
Pour que cette transformation soit birationnelle, il faut que 
Ton puisse en tirer a:, y, z en fonctions rationnelles de od^y y z'. 
Or à chaque point x', y y z! correspondront ni^ points, 
intersections des courbes 

Supposons que les courbes U=:o,V = o,W=:o se coupent 
enp points A\ls fondamentaux ; les courbes ( i ) ou (2) passeront 
par ces p points fixes et, par suite, m* — p seulement de leurs 
autres intersections seront fonctions de ocf ,y ^ z'\ si l'on avait 
p^m^ — i,un seul point d'intersection des courbes (i) serait 
fonction des x'^ y, 5' et serait fourni par des formules ration- 
nelles en x^,y^ z'. 
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Pour quHl existe des formules de transformation bira- 
lionne lies de degré tw, il est donc nécessaire que les courbes 
U = o, V = o, W=o d'ordre m, aient m^ — i points 
communs. 

Mais cette condition est loin d'être suffisante^ en effet, si 
Ton prend W =r^ U -r X V, les courbes U, V, W = o auront 
m^ points communs et les courbes (2) auront les mêmes 
points communs qui seront fixes; aux points x', y, z' corres- 
pondraient alors des points fixes : nous n'aurions pas ainsi 
des formules de transformation proprement dites. 

Pour que nos formules de transformation puissent être 
regardées comme telles et soient de quelque utilité, il faut 
que, étant donné le point variable (^', y, ;;'), on en déduise 
pour (x, j', z)un autre point variable. Nous nous imposerons 
même cette condition que (x^y^ z ) varie, de quelque façon que 
l'on fasse varier (x'y y, z'). 

Supposons que l'on fasse décrire au point x^, y, z' une 
droite ax' ~h by -h cz' = o, le point x^ y, z décrira une 
courbe aU -+- 6V -f- cW = o; nous nous imposerons celte 
condition que la courbe aU4-6V-rcW = o renferme deux 
paramètres arbitraires comme la droite qui lui correspond, ce 
qui n'aurait pas lieu si les courbes U = o, V = oetW = o 
faisaient partie d'un même faisceau. 

Mais il se présente ici une difficulté ; les courbes U = 0, 
V = o, W = odevant avoir m^ — i points communs, il semble 
précisément qu'elles doivent faire partie du même faisceau ; car 

une courbe d'ordre m est déterminée par — points, et, si 

m > 2, on a — — — < m^ — i . Mais cette difficulté dis- 

paraît quand on s'arrange de manière que les points communs 
aux courbes considérées soient des points multiples. Nous 
allons, en effet, prouver que : 

Si les courbes U = o, V^^o, W = o ont en commun ati 
points ordinaires^ ol^ points doubles, . . , cLk points d'ordre 
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de multiplicité k, on pourra toujours choisir ces nombres 
ai, 0L2, . . . , a^, de telle sorte que les courbes en question 
aient m^ — 1 intersections communes et que la courbe 

renferme encore deux paramètres arbitraires ^ c'est-à-dire 
qu! on puisse encore la faire passer par deux points arbi- 
trairement choisis. 

Deux points dWdre k étant confondus, les courbes aux- 
quelles ils appartiennent ont en ces points k^ points communs ; 
on devra donc avoir 

(i) 3t|-T- 43tj-T-. . .-h Ar^a^ = /7i* — I. 

D'un autre côté, la donnée d'un point d'ordre k impli- 
quant conditions, il faudra qu'en obligeant la courbe 

aU-f 6V-i-cW à avoir ai points simples, ol^ points dou- 

11 1 • • m( m -r- 3) i. • 

blés, etc., on ne lui impose que — ^-^ — 2 conditions; 

donc 

k{A' -hi) /n(m -j- 3) 
(2) a, -f- 3a,H-. . .H ax:= - — 2. 

Retranchons (2) de (i) : nous aurons 

k(k — i) I . . . 

f3) a--^.. . a;t= -Cl — OC'W — 2). 

•A 1 

Or, le point d'ordre k pouvant être considéré comme la 

réunion de ^^— ^ points doubles, cette dernière formule 

prouve que les courbes a U -f- 6 V + c W = o ont leur maxi- 
mum ^ ~~ de points doubles; elles sont donc uni- 

ciirsales, ce que l'on vérifie immédiatement en observant 
que ces courbes correspondent à des droites et qu'à des 
courbes unicursales doivent correspondre des courbes uni- 
corsales. 
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Théorème. — 5/ Von considère les trois points multiples 
des courbes U=o, V = o, W = o qui sont de V ordre le 
plus élevé, la somme de leurs ordres est supérieure à m. 

En effet de (i) et (3) on tire par soustraction 



(4) 



«i-+-2ai-h...-i-A:3t^ = 3m — 3; 



soient r, s, tles ordres des points multiples de l'ordre le plus 
élevé, (i) et (4) pourront s'écrire 

«1 -h 4 ^t H- • • • -^ '' 3[* = ''i* — i — '"' — *'î 
ai-H 2aj -f-, . .-H ^ a/=3m — 3 — r — s; 

multiplions la seconde formule par t et retranchons-en la 
première, le premier membre de Téquation résultante sera 
positif et Ton aura, par suite, 



ou bien 

(4) 



<(3/n — 3 — r — «) — /n*-+-i-+-r*-+-5*>o 



m* — 3mt — r* — 5* — I -f- /( 3 -+- r -h j )< o ; 



or, si Ton égale le premier membre à zéro, on trouve 



(5) 



m 



= T'Vn 



-4- r» -r- ,s» -h I — 3 ^ — r f — *f . 



La quantité sous le radical peut s'écrire 



(^— 0" 



■hit* — irs — 3 1 -r- 1 . 



Or r et 5 sont au moins égaux à t; donc cette quantité est 

moindre que (r-^-s ) ; par suite, les valeurs (5) de m 

t '\t 
sont au plus égales à r-j-^ — - -\ ^ou à r-l-5-h/; donc 

enfin l'inégalité {^) ne saurait avoir lieu que si 



m<^r-\- s -h t. 



c. Q. p. D* 



Ce théorème est important pour ce qui va suivre. 
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XX. — Rédaction des transformations birationnelles 
à des transformations quadratiques. 

CoDsidérons une transformation birationnelle quelconque 

TJ ^ V ^ w' 

U, V, W ayant la même signification qu'au paragraphe pré- 
cédent; prenons pour sommets du triangle de référence les 
trois points singuliers des courbes U, V, W = o dont l'ordre 
est le plus élevé, puis effectuons la transformation quadratique 
sur une des courbes aU-+- 6V -î-cW. En appelant r, 5, t 
l'ordre des points singuliers en question, une courbe d'ordre m 
se transformera en une autre d'ordre im — r — s — t moindre 
que m, en vertu du théorème précédent, mais elle présentera 
aux points fondamentaux des singularités d'ordre m — s — t^ 
m— t — r, m — r — 5 ou m — [r ~\- s -\- 1) -\' r ^ ..., c'est- 
à-dire d'ordres au moins (p. 94) égaux à r, 5, t, qui seront 
encore des points de l'ordre le plus élevé, puisque la trans- 
formation quadratique ne modifie que les singularités des 
points principaux. Une seconde transformation quadratique 
abaissera encore l'ordre de la courbe considérée, et ainsi de 
suite. On finira par tomber sur une transformée rectiligne. 
Ainsi : 

Théorème. — Toute transformation birationnelle se 
réduit à une série de transformations quadratiques. 

D'ailleurs, une suite de transformations quadratiques con- 
stitue évidemment une transformation birationnelle. 
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CHAPITRE lY. 



CHAPITRE IV. 

appucahons géométriques des doctrines exposées 

au chapitre précédent. 



I. — Courbes nnicorsales on de genre zéro. 

Les courbes de genre zéro ont reçu le nom de courbes 
unicursales ; leurs propriétés les plus intéressantes résultent 
de ce que Ton peut exprimer leurs coordonnées en fonction 
rationnelle d'un même paramètre. 

Commençons par démontrer que, si une courbe peut être 
représentée par des équations de la forme 



(I) 



X 









'f » '/' ^ désignant des fonctions entières que nous suppo- 
serons du degré 5, cette courbe est de genre zéro. 

I ® La courbe représentée par les équations ( i ) est d'ordre s ; 
en efiet, elle coupe en s points la droite 



ax 



by -f- c = G. 



Les points d'intersection s'obtenant en éliminante; et j^ entre 
cette équation et (i), ce qui donne l'équation du degré s 

<i^-^bx-^c^=^\ 

leS;5 valeurs de / qu'on lire de là, portées dans (i), feront 
connaître les coordonnées des s points d'intersection de la 
droite et de la courbe. 

2° Cherchons maintenant l'équation tangentielle de la 
courbe; il faut exprimer que la droite 



r 
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lui est tangente ou, ce qui revient au même, que Téquation 

Çcp H- Y)X -f- ;<}; = O 

a une racine double en t. Cette équation difTérentiée donne 

de cette équation et de la précédente, on tire 

X'V' — 'l'X' 'l'?' - T'I'' ?X' — X?' 

Les coordonnées tangentielles Ç : r, : Ç pourront donc s'expri- 
mer en fonction rationnelle de ^; le degré de la polaire réci- 
proque de la courbe proposée sera, d'après ce que l'on a vu 
toal à l'heure, le degré des polj^nômes yi/ — i^y^, . . . , c'est- 
à-dire 25 — 2 ; en effet, ce degré est en apparence 2. s — i , mais 
il est facile de voir que les termes de degré 25 — i sont iden- 
tiquement nuls. Ainsi la classe n de notre courbe est 25 — 2 ; 
eu supposant que la courbe n'ait que des points multiples à 
tangentes séparées, on a, en appelant 8 le nombre desrencontres 
de la courbe avec elle-même, 

, V N .V (.V — 1)(5 — 2) 

2 

la courbe est donc de genre o. 

3" Cherchons encore ses points d'inflexion ; ce sont ceux 

où la droite 

ax -h by -h c<5 = o 

rencontre la courbe en trois points confondus, ce sont ceux où 

a une racine triple ; en rendant cette équation homogène par 
l'introduction d'une variable w, il faudra qu'en un point d'in- 
flexion on ait 

«7^-^* dï?-^'= dît =0. 

C^îm ^ly ^tA, 

! a -r-T- 4-6 1— 7^ -+-C -T— r- = o, 

atâu otou otau 

(^Icp ^ty ^Idf 

a — - -h — ^ -*- f* — - 
du* ( 

L. — Traité d'Analyse, IV. 



^ A, _^ g — T _ Q 

du* ôu^ du^ ' 



[«^'n'' 



w:: 
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c'esl-à-dire 








1 
otdu 


dtdu dtdu 






du* du* 



= o. 



Cette équation de degré 3(5 — a) détermine les points d'in- 
flexion dont le nombre est 3(5 — 2), ce qui permet aussi de 
calculer le nombre des points doubles et d'en conclure que 
le genre de la courbe est zéro. 

Si la courbe avait des points multiples à tangentes con- 
fondues, on la soumettrait à une transformation rationnelle 
qui séparerait les tangentes; son genre deviendrait alors zéro, 
car ses coordonnées seraient toujours des fonctions ration- 
nelles de t : donc, etc. c. q. f. d. 



II. — Conrbes nnicnrsales da second et da troisième ordre. 

Toutes les courbes du second ordre sont unicursales ou de 
genre zéro ; pour exprimer les coordonnées d'une conique en 
fonction d'un même paramètre, il suffît de désigner par a, 
b les coordonnées d'un point de la courbe; le coefficient 
angulaire t de la corde qui va du point (a, b) au point 

(x^y) est t = — ; si, dans l'équation de la conique, on fait 

y=b-\'{x — a)t^ le facteur x — a peut être supprimé et 
l'on a une équation du premier degré en x, qui le fait évaluer 
en fonction rationnelle de ^ ; j/* est alors aussi fonction ration- 
nelle de t, puisqu'il est égal à b -\- t(x — a). 

Les courbes unicursales du troisième degré ont un point 
double ; on peut ramener leurs équations, au mojen de trans- 
formations homographiques, à l'une des formes 

suivant qu'elles ont un point double ordinaire ou un rebrous- 
sement. 
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On peut donner à Téquation des courbes du troisième degré 
unicursales une forme remarquable : une telle courbe peut 
être représentée par les équations 

^=r a'^a-t-p'^î-f-f i-f-8', 

Soient L, M, N trois indéterminées; si l'on exprime que 
hx -h My -f- N-5 est un cube parfait, on trouve trois systèmes 
de valeurs des rapports L : M : N ; on a donc trois équations 

de la forme 

L a? 4- M 7 -«- N z = T3, 

L'a? -4- M'y -+- N'^ = T'a, 

T', T'3, T"' désignant trois fonctions entières de t qui sont 
des cubes parfaits ; une transformation homographique rem- 
placera ces équations par les suivantes 

X» = T, Y» = r, Z3=:T', 

et l'élimination de t conduira à la forme que nous voulions 
obtenir 

AX^-i-BY^-hCZ5 = o, 
A, B, C désignant des constantes. 

III. — Courbes unicursales du quatrième ordre. 
Les courbes unicursales du quatrième ordre étant de genre 

3,2 

zéro doivent avoir — = 3 poinls doubles. 

Soity(j:, y, 5) = o l'équation d'une conique quelconque 
rapportée à un triangle de référence. Soient m, Çj w trois 
polynômes quelconques du second degré, tels que les coniques 
a = o, (; = o, tv==o aient trois poinls communs, je dis que 

/(a, V, w) = o 
sera l'équation générale des courbes unicursales du quatrième 



.-» ■• - ■* ■" j 
'' " j -^ . 



Ve:*r :''- 
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degré, passant par les trois points communs à u = o^ 1^ = 0, 
«p = o, et ayant ces points pour points doubles. En effet : 

i^ Les points par lesquels passent les trois coniques sont 
bien des points doubles, car on a 

àf _àf du âf âv âf dw ^ 
dx ~" du àx ôv âx ôw âx ' 

* 

le second membre est évidemment nul pour w = o, p = o, 

iv = o; il en sera donc de même de ^ > ^j -p et les points 

où Ton aura « = o, i' = o, w = o seront des points doubles. 
2® L'équation /(m, ç^, w):=o contient cinq paramètres 
arbitraires, c'est-à-dire un nombre de paramètres égal à celui 
d'une courbe du quatrième degré dont on a donné trois points 
doubles, car une courbe du quatrième degré dépend de 

i^ = 1 4 paramètres : la donnée de trois points doubles équi- 
vaut à celle de neuf paramètres ; lorsque ces points sont 
donnés, il ne reste plus que i4 — 9 = 5 paramètres dans 
l'équation. 

Prenons, comme il a été dit, pour triangle de référence le 
triangle dont les sommets sont les points doubles de la couAe 
unicursale du quatrième degré; les coniques u = o, ç' = o, 
w = o devront être circonscrites au triangle de référence, et 
auront des équations de la forme 

Xjrz H- iLXZ -+■ ^xy =■ o. 

Parmi ces coniques se trouvent les systèmes de deux droites 

yz = Oy xz = 0y xy = o, 

de sorte que l'équation des courbes unicursales du quatrième 
ordre pourra se mettre sous la forme 

fiyz.xz, xy) = o\ 

on obtient donc les courbes unicursales du quatrième ordre 
en effectuant la transformation quadratique 



(I) 



X y z 
yz"^ zx'~ xy 
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sur Téquation générale des coniques 

Les propriétés des coniques feront donc connaître celles des 
courbes unicursales du quatrième ordre. 

En particulier, on sait que, quand une conique coupe les 
trois côtés d'un tri^jagle, les droites qui joignent les som- 
mets à ces points d'intersection sont tangentes à une même 
conique ; on en déduit que : 

Les six tangentes aux nœuds de la courbe unicursale 
du quatrième ordrje sont tangentes à une même conique. 

Car les droites joignant les sommets du triangle de réfé- 
rence aux points d'intersection de la conique qui, transformée 
parla substitution (i), fournit -la courbe du quatrième degré 
sont à elles-mêmes leurs propres transformées et deviennent 
les tangentes aux nœuds. Pour le prouver, considérons l'équa- 
tion ^ , 

f{yz, zx, xy) — Ay^z^ -h k'z}x^ -\- A'x^y^ 

-4- 2 B x^yz -+- '1 h'y^xz -h 2 B'z^xy. 



L'éqnation des tangefntçs en a? = o, y = o sera —^ = o ou 

Ay^ -+■ A'x^-\- 'i.B^xy = o; 

c'est l'équation du faisceau des droites issues du point :r = o, 
jr==o et aboutissant aux intersections de la conique 

avec la droite z = o. Donc, etc. c. q. f. d. 

On peut classer les courbes du quatrième ordre unicursales 
d'après la manière dont les coniques desquelles elles sont 
les transformées coupent le triangle de référence, ou, si l'on 
veut, le triangle'^des trois nœuds. 

En général, on appelle les courbes du quatrième degré des 
quartiques, et les courbes du quatrième degré unicursales 
ayant trois nœuds sont désignées sous le nom de quartiques 



EV:.-*' "* ' V- 
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trinodales. Lorsque les trois points d'intersection de la 
conique génératrice avec le triangle de référence sont réels, 
les trois nœuds de la quartique trînodale ont des tangentes 
réelles; si un côté du triangle de référence coupe la conique 
en deux points imaginaires, les tangentes à la quartique au 
sommet opposé sont imaginaires : ces points sont alors des 
points isolés. 

Un cas intéressant est celui où la conique touche un côté 
du triangle de référence ; le sommet correspondant est alors 
pour la quartique un point de rebroussement. Lorsque la 
conique génératrice est inscrite dans le triangle de référence, 
la quartique est dite tricuspidale, elle a alors trois rebrous- 
sements ; les tangentes aux rebroussements se coupent alors 
évidemment en un même point. 

L'équation générale des quartiques tricuspidales se déduit 
facilement de la conique génératrice : cette équation est 



v^-vi-i/:-" 



IV. — Sur la transformation par rayons yectears réciproques. 

La transformation par rayons vecteurs réciproques, dont 
nous avons déjà eu l'occasion de parler, est une transforma- 
tion quadratique. En effet, en appelant r et r' les rayons 
vecteurs de deux courbes transformées l'une de l'autre par 
rayons vecteurs réciproques, en prenant le pôle pour origine 
des coordonnées, on a 

et, en appelant x^ y et x/y les coordonnées des points dont 
r et r' sont les rayons vecteurs, i 



d'où l'on tire 


X y 


r . A:» 


(i) 
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on a d'ailleurs 



Les points fondamentaux sont les points circulaires de Tinfini 
et le pôle de la transformation. 

Étudions Finfluence d'une transformation par rayons vec- 
teurs réciproques sur le degré d'une courbe. Soit 

U) /m(a:,^) H- /m-i(^,r) -+-... -+-/o = o 

l'équation d'une courbe de degré niy fi{x^ y) désignant en 
général un polynôme homogène de degré i. Si nous eflec tuons 
la transformation (i) en effaçant les accents devenus inutiles, 
nous obtenons sa transformée par rayons vecteurs réciproques 

r^ désignant, pour abréger, x^-\-y^. Cette équation sera 
en général de degré im. Ainsi, en général : 

Une transformation par rayons vecteurs réciproques 

double le degré dhine courbe, 
« 

Toutefois, supposons que la courbe ait pour points mul- 
tiples le pôle et les points circulaires de l'infini (points fon- 
damentaux). Soient q Tordre de multiplicité de Torigine, 
p l'ordre de multiplicité de chaque point circulaire de l'infini. 
Le dernier terme de l'équation (3) sera r^^~'^^k^^fq et l'équa- 
tion en question ne sera plus que de degré %m — iq '\- q 
ou 2 m — ç' ; de plus r'^P sera en facteur partout, en sorte que, 
si on le supprime et si l'on désigne par ntl le degré de la trans- 
formée, on aura 

en appelant/?' le nombre de fois que la transformée passe par 
chaque point circulaire de l'infini, et q^ le nombre de fois 
qu'elle passe par le pôle, on a en outre 



j 



p=m — 2.q^ q ■=: tn — p — q\ 



i. 
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on a de même 

m=im' — 7.q' — /?', p = m' — iq\ q = m' — p* — q\ 

Au surplus, ces dernières équations sont des conséquences 
de celles qui précèdent. 

Comme Ton voit, si m = 2/7 -|- gr, le degré m! de la trans- 
formée pourra devenir égal à celui de la proposée m. C'est ce 
qui a lieu dans le cercle /n = 2,/> = i, q = o^ quand il ne 
passe pas par l'origine. 



V. — Des courbes anallagmatiqnes. 

M. Moutard a étudié les courbes qui sont à elles-mêmes 
leurs propres transformées par rayons vecteurs réciproques 
sous le nom à^anallagmatiques ; elles jouissent de propriétés 
curieuses, grâce à la présence de leurs points singuliers qui 
coïncident avec les points circulaires de l'infini. 

Théorème de M. Moutard. — Toute anallagmatique est 
V enveloppe d^une série de cercles orthogonaux à un cercle 
fixe appelé directeur, et dont les centres se meuvent sur une 
courbe appelée déférente. 

En effet, si l'on considère le quadrilatère qui a pour som- 
mets deux points infiniment voisins de Tanallagmatique et 
leurs correspondants, ce quadrilatère sera inscriptible, elle 
cercle circonscrit touchera l'anallagmatique en deux points m 
et /n'. Du pôle O, menons la sécante Om, elle passera en m' 
et l'on aura Omx Om'= k^, k désignant le module de la 
transformation; si de O l'on mène la tangente à ce cercle, elle 
sera égale à A", et il est clair que le cercle de rayon k dé- 
crit de l'origine comme centre sera orthogonal au premier 
cercle considéré qui enveloppe l'anallagmatique. 

C. Q. F. D. 

Le cercle directeur est donc le cercle de rayon k décrit du 
pôle comme centre. 
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Réciproqaement : Toute enveloppe de cercle qui reste 
orthogonal à un cercle donné est une anallagmatique* 

Donnons-nous une déférente, c'est-à-dire une courbe le 
long de laquelle on fera mouvoir le centre d'un cercle ortho- 
gonal à un cercle fixe de rayon k\ prenons le centre de ce 
cercle directeur pour pôle d'une transformation de module k. 
La tangente à la déférente au point où se trouve le centre du 
cercle qui engendre l'anallagmatique est perpendiculaire à la 
droite qui joint les deux points où le cercle mobile touche 
son enveloppe; pour le prouver, il suffit d'observer que le 
cercle mobile a pour équation 

ot et ^ désignant un point de la déférente ; comme il est ortho- 
gonal au cercle x- -{- y^ =z k- , on di 

a« H- p» = R» -+- A:» 

et, par suite, son équation peut s'écrire 

rp* -h y' — ^ *^ — 2 p^ -+- X:* = o ; 

son enveloppe s'obtient en éliminant a entre cette équation 

et sa dérivée 

x~\-^'yz=z o, 

qui exprime que le coefficient angulaire ^' de la tangente à 

la déférente est égal à — - * la tangente à la déférente est donc 

perpendiculaire au rayon vecteur des deux points où le cercle 
mobile touche son enveloppe. 

Soit P le point où la tangente à la déférente rencontre le 
rayon vecteur mm' des points où le cercle mobile touche 
son enveloppe ; on aura 

OP == 1 k^=0m.0m; 

si l'on prend sur OP un point F tel que OP. 0P'=Âr2, le 
point P' décrira la polaire réciproque de la déférente par 
rapport au cercle directeur. 
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De là résulte la construction suivante de l'équation de 
Tanallagmatique. 
Soit 

(I) /(^',y)=o 

l'équation de la polaire réciproque de la déférente par rap- 
port au cercle directeur, courbe que nous appellerons aussi 
seconde déférente, les points m et m' ou plutôt l'un d'eux 
ayant pour coordonnées x et y, et pour rayon vecteur r, r 
sera racine de l'équation du second degré 

r« — 20Pr-4-A:« = o 
ou 

r' — 2 ^ r -H A:* = o. 



Or on a évidemment 



^ _ ^ __ 



de là et de l'équation précédente on tire 

X y r* -f- k^ a:* -h r* -h X:* 
ir' ~~ y' ~ a A:* ~" 2/:* ' 



lonc 



(a) 



"~ ar^-hj'^-H A*' 



l'équation de l'anallagmatique est donc 

^ ^ -^ \:r2-hj^2_hA'«' ar«4-j^*-f-A^V~^ 

OU, si f{x^y, z)^=o est l'équation de la seconde déférente 
en coordonnées homogènes, 

(4) A'J^^^^y aA:»^, a:*-hj^«-4-A:») = o. 

La substitution (2) transforme donc une courbe en une autre. 
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qui est l'anallaginatique, ayant la polaire réciproque de celle- 
ci poar déférente. 
Il est curieux de voir quelle est la transformée d^une droite 

xcosoL-hysïna — p=o; 

cette transformée est le cercle 

aA:*(a?cosa -+- /sîna) — p(x^-hy^ -H k*) = o, 

dont le rayon R est donné par la formule 

Ce cercle est de rayon nul quand pz= k^ c'est-à-dire quand 
la droite donnée est tangente au cercle directeur. 

Si donc on mène une tangente commune au cercle direc- 
teur et à la seconde déférente, si l'équation de cette tangente 
est 

X cos oL-hysinoL — A: = o, 

alors 

aA:*(arcosa -+-^sina) — k{x^ -¥- y* -h k^) = o 

sera Péquation d'un cercle de rayon nul bitangent à l'anallag- 
inatique : son centre sera donc un foyer. Ainsi 

X =^ k cos a, y = ksïnix 

sont les coordonnées d'un foyer de l'anallagmatique (3). Les 
foyers d'une anallagmatique sont donc sur le cercle directeur; 
il est facile de voir qu'ils sont aussi sur la première déférente. 

En effet, ce sont les points de contact des tangentes com- 
munes au cerclé directeur et à la deuxième déférente avec 
le cercle directeur; ces tangentes ont pour correspondants, 
dans la figure polaire réciproque, des points de la première 
déférente communs à cette déférente et au cercle directeur 
qui se correspond à lui-même. 

Ainsi : 

Les foyers d'une anallagmatique sont les intersections 
de la première déférente avec le cercle directeur. 



p^-?^-' 



î^T 
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Mais une anallagmatique a encore d'autres foyers qui sont 
les foyers mêmes de la déférente ; ces foyers sont des foyers 
singuliers. 

En effet, les foyers de la déférente sont des points de con- 
cours de droites isotropes tangentes à la déférente; ces droites 
sont évidemment tangentes à Fanallagmatique qui a pour 
points doubles les points circulaires de Tinfini, car Tanallag- 
matique et la déférente ont évidemment les mêmes tangentes 
isotropes. 

m. — Anallagmatiques du troisième et da qnatriôme ordre. 

Soit f{jo^ y^ z)^=o l'équation delà seconde déférente; 
nous avons vu que l'équatîon de l'anallagmatique était 

f{ik^x, a A:'^, a?* -h ^* -h ^' ) = o ; 

son degré est donc en général double de celui de la seconde 
déférente. 

La seconde déférente étant du second degré, la première 
sera du second degré aussi ; l'équation de la seconde déférente 
étant de la forme 



(I) 



Aa:'-4- 2Ba?y -+- Cy* lax -^iby 

I -r- ; '-- = o 



celle de Tanallagmatique sera de la forme 



(a) 



< (a:* H-^'-i- A:')»-T-2(aa7-h 6j)(j^*-4-^» -+-/:*) 



\ 



-f- A ^* H- 2 B xy H- Cj* = o, 



elle sera du quatrième degré; lorsque la seconde déférente 
passe par l'origine, la première est une parabole, l'équation (i) 
ne contient plus de terme constant etTanallagmatique a pour 
équation 

(3) kx^-^iBxy -\-Qy^-\- %(ax-\-by){x^-^y^-^ k^) =o. 

Les équations (a) et (3) sont, comme il est facile de s'en 
assurer, les équations les plus générales des anallagmatiques 
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du quatrième et du troisième degré. Elles peuvent en effet 



s'écrire 



(i) ^ (x«-hx*)«-+-a(a:r-+-6^)(a7»-4-7») 

(5) 2(a?*H-j^*)(rta7-i- by)-\- P -4- 2X:*(aar-+- by) = o, 

P désignant un polynôme homogène du second degré. 

Les anallagmatiques du quatrième degré ont pour 
points doubles les points circulaires de l'infini, et, réci- 
proquement, toute courbe ayant les points circulaires de 
V infini pour points doubles et qui est du quatrième degré 
est une anallagmatique. 

La première partie de ce théorème est évidente à l'inspec- 
tion de Téquation (4); réciproquement, toute courbe ayant 
les points circulaires de l'infini pour points doubles et qui 
est du quatrième degré a une équation de la forme 

(6) {x^^y^y -H a(aar -+- by){x^ -l-^')-^ Pj + Pi 4- Po = o, 

Pî> Po Po désignant des polynômes homogènes de degrés a, 
I, o. Désignons encore cette équation par (p(^, j^)= o, et 
transportons l'origine en a, ^, nous aurons une équation de 
la forme 

-4-2(2aar-i-2p^)(a?»-hj^*)-4-P'j-+-a? ^ -^y-^o +?(«, P) = o; 

cette courbe sera une anallagmatique rapportée à son pôle, 
si l'on a 

Ces trois équations détermineront a, ^, A-; pour avoir le 



'ji 



«>> 
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nombre exact de leurs solutions, observons que l'élimination 
de k^ donne 



(7) 



Posons 






H = Aa*-+-Gp«-4-2Da-4-2E?-hF; 

on pourra supposer 

(p(a, P) = G«-4-H; 

les équations (7) pourront alors s'écrire 

ÔG / ^dG dH\ âG / ^àG dU\ 

/ ^ âG dU\ / r^dG dn\ , _, „, dG dG 



ou 



(8) 



àGàH_dGdn^_ 

^/dGôH dG dYi\ ,-,^0(^0 dn d^ 

^^ \di 5? ^ d? ^ j - ^" .^ ^ -^ ^ ^ = ^• 



La première de ces équations est du second degré, elle 
représente une courbe qui a pour directions asymptotiques 
l'axe des x et l'axe des^. La seconde est du quatrième degré, 
elle a les mêmes directions asymptotiques : donc ces deux 
équations ont huit solutions, dont six seulement sont finies; 
deux de ces solutions ne conviennent pas à la question : ce 

sont les solutions 3 = eta= qui ont été introduites 

en éliminant k^ par voie de multiplication. Donc : 

Les courbes du quatrième degré qui ont tes points cir- 
culaires de V infini pour points doubles sont anallagma- 
tiques par rapport à quatre pôles différents : elles ont 
donc quatre déférentes et quatre cercles directeurs; elles 



APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES. III 

sont de quatre manières différentes des enveloppes de 
cercles orthogonaux à des cercles fixes. 

mi. — Propriétés des foyers des anallagmatiques 

dn quatrième ordre. 

On peut mettre Téquation de la seconde déférente d'une 
infinité de manières sous la forme 

X|, Xs, X3 désignant des polynômes homogènes du premier 
degré. Supposons, par exemple, 

(2) Xi=aia?-+- Pi^-4-Yi, .... 
Si Ton fait la transformation 

la courbe (i) devient une anallagmatique ; or, dans cette 
hypothèse, (i) devient 

(3) AïiSi, YiSj, Y»S3) = o, 
et Ton a, en supprimant les accents, 

Y, S, = 2A:*(a,a: -h ^^y) -h Yi(ar« ^-^î-h X:«); 
S| est la puissance d'un certain cercle S| = dont les coor- 
données du centre sont -* > ~ et dont le rayon est 

** Y. Tf. 

-j (aj 4- PJ) — k^\ il est donc orthogonal au cercle directeur. 

Donc : 

Toute anallagmatique du quatrième degré jouit de 
cette propriété, quHl existe une relation homogène du 
second degré entre les puissances d^un quelconque de ses 
points par rapport à trois cercles orthogonaux au cercle 
directeur. 

Supposons que l'on prenne les trois droites X| = o, Xa = o, 






W 
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X3 = o tangentes au cercle directeur; alors on peut supposer 
ai = coscp,, pi=sinçi, Yi = ^> • • •-» 

et les rayons des cercles S<, S2, S3 seront k* — k* ou nuls; 
donc alors on voit que toute anallagmatique du quatrième 
ordre peut être représentée par une équation de la forme 

/{Su Sj, 83) = o, 

^Si, \/S2, y/^Ss désignant les distances d'un point de la 
courbe à trois points fixes. 

Nous considérons en particulier trois droites X< = o, 
X2 = 0, X3 = o tangentes à la seconde déférente et au cercle 
directeur; la déférente en question aura une équation de la 

forme 

ai /xi -4- aj /Xj -H aa y/Xa = o ; 

Téquation correspondante de Tanallagmatique sera de la forme 



Donc : 



bi /S| -H bt /si -h 63 /Ss = o. 



Toute anallagmatique du quatrième ordre peut être 
considérée comme le lieu des points tels qui! il existe une 
relation linéaire et homogène entre les distances de chacun 
de ses points à trois points fixes* 

Les points fixes en question sont les foyers de V anallag- 
matique. En effet, ce sont des centres de sphères de rayons 
nuls évidemment bitangents à Tanallagma tique, puisque ce 
sont les transformées de droites tangentes à la seconde défé- 
rente. Autrement, ce sont les points de contact du cercle 
directeur et de la tangente commune à la deuxième déférente 
et à ce cercle. 

Ily a i tangentes communes à la deuxième déférente 
et au cercle directeur, donc 4 foyers, jouissant trois à 
trois de propriétés analogues à celles que nous venons 
d'énoncer. 




r 
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Le nombre des foyers d'une courbe du quatrième ordre 
est (4.3)' ou i44j mais ce nombre n'est pas celui des foyers 
d'une anallagmatique. En effet, les points circulaires de Tinfini 
sont des points doubles: cela diminue la classe de la courbe 
de 4 unités; par chaque ombilic on ne pourra mener que 
8 tangentes à la courbe dont 4 aux ombilics mêmes ; le nombre 
des foyers devra donc être réduit à i6. Ne considérons que 
les i6 foyers provenant des tangentes qui ne sont pas des 
tangentes aux points doubles : ce seront les i6 foyers que 
l'on peut trouver sur les 4 cercles directeurs, les autres foyers 
sont ceux des déférentes. 



VIII. — Ovales de Descartes. 

Parmi les anallagmatiques du quatrième ordre, il faut sur- 
tout remarquer celles qui ont les points ombilicaux non plus 
seulement pour points doubles, mais pourpoints de rebrous- 
sement. Nous les appellerons des cartésiennes pour une raison 
qui découlera de ce qui suit. Les équations des cartésiennes 
sont de la forme 

en choisissant convenablement les axes, et l'on a entre les 
coefficients la relation 

pour x^ -i-y^ = o; donc 

A — G — /?' -\- q*-h ipq /— [ = 0. 

On choisira y = o et l'on aura A — G = /?- ; donc l'équation 
des cartésiennes est 



(a?» -4- ^')*-+-2j3a7(j?*-t-x*) + <'/>*-+- G)J7»-^ C^*-T-.. . = o 



ou 



L. — Trailé d'Analyse, IV. 8 



I J» T- ?* 



Si > 
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ce que l'on peut encore écrire 

Cette anallagmatique a pour deuxième déférente 

c'est-à-dire une courbe dont le foyer est l'origine : la première 
déférente est donc un cercle. Réciproquement, si la première 
déférente d'une anallagmatique est un cercle, la seconde aura 
son foyer à l'origine, son équation sera de la forme (2), et 
Tanallagmatique correspondante (i) sera une cartésienne. 
L'équation (i) peut s'écrire 

(a?* -h j^* -^-px -h A:*)* -h C( J7* h-^» -^px -4- Ar* ) — G /?ar — C A:* = o 

ou encore 



( 



G\« G» 

a?* -h V* -+-/?a7 -h A:» -i- - ] — G/?ar — G A:» 7- = <* 

2/ 4 



ou, en appelant S la quantité 



x^-^y^-^-px -^ A:* H — , 

qui est la puissance d'un cercle, et P la fonction linéaire 

G« 
Gjt?a?H-G A:*-h - -j 

(3) S«— P = o. 

Cette équation représente l'enveloppe du cercle 

(4) X* — aXS-f-P =0. 

Si l'on égale le discriminant du premier membre à zéro, 
on exprimera que le cercle se réduit à un point foyer; or ce 
discriminant est un polynôme du quatrième degré en X con- 
tenant \ en facteur. A la valeur nulle de \ ne correspond pas 
de foyer, les trois autres valeurs de \ fournissent trois foyers 
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en ligne droite; cette droite des foyers est d^ailleurs la droite 
sur laquelle se meut le centre du cercle (4). 

Entre les distances d' un point de la courbe à deux des 
trois foyers que Von vient de trouver, il existe une relation 
linéaire. 

En effet, appelons \ l'une des valeurs de \ qui réduisent 

le premier membre de (4) à une somme de carrés, si l'on 

pose 

Xf — 2XiS-4-P = A, 

on pourra, en éliminant S entre cette identité et S^ — P := o, 
mettre l'équation de la cartésienne sous la forme 

X}-2Xiv/P-f-P = A 
ou 

(5) X,-/P = /Â; 

en appelant Xa une autre valeur de \ et en posant 

Xj— 2X,Sh-P = B, 
on aura de même 

X,-/P = v/B; 

il existe donc entre ^h. et y/ B la relation linéaire 

v/Â — v/B = Xi — Xj. 

Donc les cartésiennes ne diffèrent pas des courbes dont il 
a déjà été question sous le nom à^ ovales de Descartes, La 
dénomination d^ovales de Descartes s'applique surtout au 
cas où les trois foyers en ligne droite sont des points réels. 

EL. — Les casBinoides ou lemniscates. 

Lorsque la première et, par suite, la seconde déférente 
sont des courbes à centre ayant leur centre sur le pôle de la 






tir: 



r>. 



'A 

l'a 

i* 
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transformation, Téquation de Tanallagmatiquc est de la forme 

(^î ^yiy^ Aar« -i- G^* h- /:* = o. 

Le cas où A = — C = ac^ est remarquable : la seconde défé- 
rente est une hyperbole équllatère et Tanallagmatique porte 
le nom de cassinoïde, ellipse de Cassini ou lemniscate. Elle 
a alors pour équation 

(x^-^y^y -4- 2C«(7* — a?«) -+- k^ = o. 

Si Ton fait A:* = c* — A*, cette courbe est telle que le produit 
de chacun de ses points à deux points fixes distants entre 
eux de 2C est égal à une constante A^, ce dont on s'assure 
en développant Téquation 



^{x — cy-^y^ ^\^x -r- cY-r-y^=^ A*, 
ou, en coordonnées bipolaires, 

us> = A'. 

La cassinoïde est une courbe que nous avons déjà rencontrée 
et à laquelle nous avons appris à construire la normale. 

La cassinoïde cesse d'être anallagmatique quand c = h: elle 
a alors pour équation 

( 37* H- ^' )' -h ( j'* — ar')2c' = o; 

mais elle est unicursale et est la transformée par rayons 
vecteurs réciproques de l'hyperbole équilatère 



X'—y 



s — 



2C«' 



la cassinoïde porte alors le nom de lemniscate de BernoullL 
Son équation en coordonnées polaires est r= c ^2 cosb. 

X. — Transformées par rayons vecteors réciproqaes 

et podaires de coniqaes. 

Les transformées par rayons vecteurs réciproques de co- 
niques ont évidemment pour équation 
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si la conique ne passe pas par le pôle, on obtient une anal- 
lagmatique du quatrième ordre; si elle passe par le pôle, 
Tanallagmatique est seulement du troisième ordre. 
L'équation tangentielle d\ine coniqae étant 

AÇ2 -f- aBr.J -H C7)« -h aD^ H- 2E7) H- F = o, 

une tangente aura pour équation 

la perpendiculaire à cette tangente menée de l'origine est 

l'élimination de ^ et tj donne la podaire : pour trouver cette 
podaire, il suffit de remplacer $ et vi par 

^ y 

dans l'équation tangentielle de la conique, comme l'on voit : 

La podaire d'une courbe n'est autre chose que la trans- 
formée par rayons vecteurs réciproques de sa polaire 
réciproque^ ce que Von savait d'ailleurs. 

On peut donc dire que les podaires de coniques sont aussi 
des anallagmatiques du quatrième ordre. 

Parmi les podaires de coniques, il faut remarquer la podaire 
de cercle qui a pour équation 

R désignant le rayon du cercle et 2 a la distance du centre au 
pôle. En coordonnées polaires, son équation est 



ou 



ou enfin 



(r* — 2arcosO)' — Rîr» = o 

r* — aarcosô — Rr = o, 
r = R -h 2a cosO. 



u 
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Cette courbe est une conchoïde du cercle r = 2 a cosB. On lui 
donne aussi le nom de limaçon de Pascal. 
Quand R = 2 a, on a 

la courbe est alors la cardioïde. 

Dans la conchoïde de cercle, la déférente, ou l'une des défé- 
rentes, est un cercle, et Tun des cercles directeurs se réduit à 
un simple point. 

XI. — Anallagmatiqaes dn troisième ordre. 

Lorsque la première déférente est une parabole, la seconde 
déférente passe par l'origine, et i'anallagmatique est du troi- 
sième ordre ; elle a alors pour équation 

{x^-\-y*){ax -k- by)-^ kx^-h C^'-f- k^{ax -\- by) = o. 

Les anallagmatiques du troisième degré passent par les 
ombilics du plan. Il est facile de voir que toute courbe de 
troisième degré passant par les ombilics est une anallagraa- 
tique ; et, en effet, une telle courbe a pour équation 

(x'+y')(aar-4- by)-^ A a:' -h C/•-^ Ix -^ my -^ /i = o. 

Appelons <p(^, y) le premier membre de cette équation, et 
transportons l'origine en de, p; on aura, pour nouvelle équa- 
tion de la courbe, 

d^ do 

o{aj b)-hx --*- -^y y'- -h U -{-(x^-hy^Xax-h by) = o. 



âoi 



à? 



Or on peut disposer de A, a et p de telle sorte que 

cp(a, p)=o, 
_? _ /.j ^ _? — /•« /> • 
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rélimination de k donne 

<?(a, P)=o, ft^i-«j5=o; 

les points a, p d'intersection de ces deux courbes sont les 
intersections de la courbe avec l'une de ses polaires dont le 
pôle est à Tinfini. Ce théorème est donc démontré ; on remar- 
quera que, parmi les six solutions de ces équations, l'une est 
infinie : c'est la solution qui correspond àaa+6p = oeLàla 
droite de l'infini. ' 

Les anallagmatiques les plus remarquables du troisième 
ordre ont un point double, elles sont unicursales ; leur équa- 
tion est 

La strophoïde a pour équation 

c'est le lieu des points obtenus comme il [suit. Étant donnés 
UD point fixe A{/ig. 4) ^t deux droites rectangulaires ox et 



Fig. 4. 




oy, dont l'une passe par A, on prend, sur le rayon vecteur AP, 

des longueurs PM et PN égales à o P; le lieu de M et N est la 

strophoïde ; on a 

AM X AN = const. 

La strophoïde est une podaire de parabole, le pôle est le pied 
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de la directrice de la parabole : c'est l'enveloppe d'un cercle 
qui passe par le pied de la directrice de cette parabole et 
qui a son centre sur la parabole. 

La cissoïde a un point de rebroussement; son équation est 

On connaît la génération de cette courbe donnée par Diodes 

(t. II, p. 4o). 

XII. — Transformation de M. Hirst. 

Soient O un point fixe, S une conique : par O menons la sé- 
cante O mm^ rencontrant S en w et rn!\ si a et a' sont deux 
points conjugués harmoniques de m et m! les figures a et a! 
seront transformées l'une de l'autre parla méthode de M. Hirst. 

Quand la conique S est un cercle et que le point O est son 
centre, la transformation de Hirst coïncide avec la transfor- 
mation par rayons vecteurs-réciproques : le module est alors 
le rayon du cercle (facile à vérifier). Les formules de trans- 
formation de Hirst sont 

a/- y' 

kxx' -h k'yy -4- K'zz' -4- B {yz' -h zy') 

W{zx'-\- xz')-^W{xy' -+- yx') = o, 



en prenant le point O pour origine ; la conique S a alors pour 
équation 

Ax^-^ X'y^-\- A'z^-h 7.Byz 4-aB'ar.z4- iWxy = o. 



XIII. — Autre mode de transformation. 

Considérons deux ioniques S et S' : soient P la polaire d'un 
point M par rapport à S, P' la polaire de M par rapport à S'; 
les droites P et P' se rencontrent en un point M' qui corres- 
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pond à M. Soient ^, y, z les coordonnées de M-, ûc',y et z' 
celles de M' : on a évidemment 



do do 

ar' — -h y' — - 
âx '^ dy 






^^ «^ '»•' dz 



ôx 



dy 



9 = et <{« = o désignant les équations des coniques S et S', 
on en conclut 



,. «>(?. 4') 

37 I 

on aurait de même 



^ ' d(z, x) 



,.1(?^). 
• ^(^,/)' 



^ • d(y, z') -^ ' d{z\ X') ^ • d{x\ y )• 

On voit qu'il y a une sorte de réciprocité entre les points x^ 
La transformation 



X 



y-' 



x' z 



x'f 



est un cas particulier de celle que nous venons d'examiner : 
en effet, ces formules peuvent s'écrire 



ou 



xx' = yy' = zz\ 



XX* — ^V = o, yy* — zz'=zQ. 



Ce sont les équations des polaires de x^ y^ z par rapport aux 
deux coniques x^ — 5^ = o, y"^ — z'^=^ o. Plus généralement, 
on peut considérer le point {x\y^ z') comme l'intersection 
des polaires de x^ y, z par rapport aux coniques conjuguées 



(C) 



A ar* -f- B j^* -+- C 5* — o, 
A'ar* f-B>«-+-C';5« = o, 

A, B, C, A', B', C satisfaisant aux équations 

BC— GB'=CA'— AC'=AB'— BA'. 
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De ces relations on déduit 



ou 



(A -i- B -4- C )(BG'— CB') = o, 



A-T-B-4-G=o, A'-^B'-+-C' = o; 



car on ne peut pas supposer BC — CB' = o : ce serait en effet 
réduire les deux coniques (G) à une seule. Or A 4- B -h C = o 
signifie que la conique Ax^ -+■ By^ -{- C z^ = o passe par le 
point a;=zy = z; donc enfin la transformation 



(a) 



X 



y z z' x' x'y' 



peut être définie géométriquement comme il suit : 

Soient S et S' deux coniques passant par le point de 
concours des bissectrices de leur triangle autopolaire 
commun; soient P et P' les polaires d*un point {x^y, z) 
par rapport à ces deux coniques ;x\ y, z' les coordonnées 
du point de rencontre de ces deux droites P et ï^ : on aura 
précisément entre les coordonnées des points x^y^zetx', 
y y z' les relations (a). 



EXERCICES ET NOTES. 



i. Soient r et 6 les coordonnées polaires d'une courbe, r' et 6' 
d'autres coordonnées polaires, telles que 



r = r'», 



= wO', 



la courbe ayant pour coordonnées polaires r' et 0' est une transformée 
de la première (pour n — — i, on a la transformation par rayons 
vecteurs réciproques) : deux courbes se coupent sous le même angle 
que leurs transformées, quel que soit n. 

r — a cos6 représente un cercle et r'»= a'^cosnO représente, pour 
/i = I , un cercle ; pour n = — i , une droite ; pour n = 2, une lemnis- 

cate; pour n = — a, une hyperbole équilatère; pour n = -> un lima- 
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çon de Pascal; pour n = > une parabole; pour n — — -> une 

caustique par réflexion de parabole, etc. 

2. Le cercle osculateur de r^ = a'»cos/nO intercepte sur le rayon 
Tecteur une corde c, telle que l'on a, en appelant R le rayon de cour- 
bure, R = '■ — c. ( Allégret.) 

3. Voici quelques propriétés des courbes du troisième degré : l'équa- 
tion de toute courbe du troisième degré peut se mettre sous la forme 

a, p, Y» *> P'i t' <lésignant des fonctions linéaires. 

Si d'un point M pris sur une courbe du troisième degré on mène 
des tangentes à cette courbe, par quatre points de contact Ai, Aj, 
A3, A^ passent trois couples de droites dont les points de concours 
sont sur la courbe; les tangentes en ces points de concours passent 
par un même point situé sur la courbe et sur la tangente en M. 

(Maclaurin.) 

Si l'on mène d'un point les six tangentes que l'on peut mener à 
une courbe du troisième degré, les six points de contact (ce que l'on 
sait parla théorie des polaires) sont sur une conique; les six points 
restants où ces tangentes rencontrent la courbe sont sur une autre 
conique doublement tangente à la première. 

Lorsqu'une courbe du troisième ordre est à la fois inscrite et cir- 
conscrite à un triangle ABC, le produit des rayons de courbure aux 
sommets A, B, G est égal au cube du rayon du cercle circonscrit 
au triangle. (Mannheim.) 

Les courbes du troisième ordre peuvent être représentées par des 
équations de la forme 

a» -h p« -t- Y» — 3 Xa^Y = o. 

A chacune de ces formes correspondent des propriétés de la courbe 
que nous nous dispenserons d'énoncer. 

(Pour plus de détails, on consultera avec fruit les Leçons de Géo- 
flétrie de Clebch, recueillies par Lindemann. Traduction française 
par Benoîst, chez Gauthier-Villars et Fils, ou la Géométrie analy- 
tique de M. Salmon). 

4. Le lieu des foyers des coniques inscrites dans un quadrilatère 
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est une courbe du troisième degré qui par projection fournit toutes 
les courbes du troisième degré. Cette courbe passe par les ombilics. 

(SCHROTTER.) 

5. Si l'on mène à une courbe algébrique la série des tangentes 
parallèles à une direction donnée, le centre des moyennes distances 
des points de contact sera indépendant de cette direction. 

(ChASLES, LlOUVlLLE.) 

6. Soient Mi, M2) ... les points d'intersection de deux courbes 
algébriques; soient R|- et r/ les rayons de courbure de ces courbes au 
point M/, Qi et ct>/ les angles que les tangentes à ces courbes en M/ 
font avec un axe fixe : on a 

^/COSÛ/ COS0)/\ 1 _ 

(Liou VILLE, Journal de Mathématiques y t. VI.} 



r 
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CHAPITRE V. 

DES TRANSCENDANTES ENGENDRÉES PAR L'INTÉGRATION 

INDÉFINIE. 



I. — Préliminaires. 

Toute relation entre une ou plusieurs fonctions d'une ou 
de plusieurs variables, ces variables et les dérivées des fonc- 
tions en question, est ce que l'on appelle une équation diffé- 
rentielle. 

Une équation différentielle ordinaire est une relation 
entre une ou plusieurs fonctions d'une seule variable et leurs 
dérivées. L'ordre d'une équation différentielle est l'ordre de 
la dérivée de l'ordre le plus élevé qui entre dans cette équa- 
tion. 

Une équation est aux dérivées partielles quand elle con- 
tient des dérivées partielles relatives à plusieurs variables; 
son ordre est celui de la dérivée d'ordre le plus élevé qui 
entre dans cette équation. 

Enfin on appelle équations aux différentielles totales 
celles qui contiennent les différentielles totales d'une ou de 
plusieurs fonctions et de leurs variables. 

Les solutions des équations différentielles portent le nom 
i!' intégrales de ces équations. 

Les équations différentielles les plus simples sont les 
équations différentielles du premier ordre dans lesquelles la 
fonction inconn'ue ou la variable n'entrent pas. Au fond, ces 
deux cas n'en font qu'un. En effet, toute équation différen- 
tielle du premier ordre est une relation 
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entre la fonction y, sa variable x et la dérivée -^ ou les dif- 
férentielles dx^ dy. Or on peut supposer à volonté que x ou 
que y est la fonction, et j^ ou a: sera alors la variable indé- 
pendante ; si donc, par exemple, x n^entre pas dans réquation, 
elle pourra se ramener à la forme 

f{y, dx,djr) = o, 

et, comme elle est nécessairement homogène en dx etdy^ on 
peut en tirer, théoriquement, 

dx 
on en déduit 



X = j <^( y) dy -h const,, 



et X s'obtient en fonction de y au moyen d'une intégration. 
La question est alors dite ramenée aux quadratures. Si y 
n'entrait pas dans l'équation, on en déduirait 

-^=^j;(a7), y = I ^{x)dx-h consl. 

et le problème serait encore ramené aux quadratures [à la 
quadrature de la courbe dont Tordonnée est ^(^)]. Le 
nombre des fonctions dont on sait trouver l'intégrale est 
restreint; mais nous verrons bientôt que cette circonstance 
ne tient pas à l'imperfection des méthodes que nous avons 
fait connaître, mais bien à ce que certaines intégrales sont 
des transcendantes sui gêner is, que l'on est dans l'impossi- 
bilité absolue d'exprimer à l'aide des signes de l'Algèbre et 
de la Trigonométrie employés en nombre fini ou, comme l'on 
dit quelquefois, en termes finis. Nous nous ferons comprendre 
en faisant observer que, si l'on ne connaissait que les fonc- 
tions algébriques, on serait dans l'impossibilité de donner 

l'expression de l'intégrale de — > le logarithme de x ne pou- 
vant pas s'exprimer algébriquement au moyen de x. 
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Pour élargir le cadre du Calcul intégral, nous étudierons 
dans les Chapitres suivants les intégrales des fonctions algé- 
briques qui sont des transcendantes nouvelles, afin de pou- 
voir les introduire dans les calculs, comme on a déjà introduit 
les logarithmes, leurs inverses les exponentielles et les fonc- 
tions trigonomé triques, fonctions qui se seraient, comme 
nous le verrons, présentées d'elles-mêmes dans l'étude des 
intégrales des fonctions algébriques les plus simples. 



II. — Fonctions implicites définies par des équations 

différentielles. 

Considérons le système adéquations différentielles si- 
multanées au nombre de v 

(1) .; ~di -y^^^'-^' ^' •••» ^^' 



entre les v /onctions œ, y, z, . . . , la variable t et leurs 
dérivées ^ j ^? • • •> résolues par rapport à ces dérivées. 

Si Von suppose que^ x^ y, z, . . ., i variant respective- 
ment autour des points Xq, yo^ Zq, , , ., to les fonctions cp, 
y.» ^? • • • restent synectiques par rapport à ces variables, 
les équations (i) admettront une solution, se réduisant au 
système x = x^^ y =jKo> ^ = -s^o; • • • ? pour t = t^. 

Chacune des fonctions x, y^ z, ... restera synectique 
à l'intérieur d'un cercle décrit du point to comme centre 
di^ec un rayon R défini par la formule 

A désignant une quantité moindre que le plus petit des 
modules de x — Xq, y — y^, . . . , pour lesquels <p, y^, ^, . . . 



i 
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cesseraient (Vétre synectiques autour des points Xo, j^o, . • . , 
^0 et M désignant une quantité plus grande que le plus 
grand des modules maxima de o, y, ij^, ..., quand x, 
y, z, ... se meuvent dans les cercles de rayon A ayant 
leurs centres en Xq, yo, . . . , ^o- 

Admettons un instant la propriété qu'il s'agit d'établir, et 
calculons les dérivées successives des fonctions x^y^ z, .... 
Pour cela dilTérentions les formules (i), nous aurons 



d^T ào dx ào dy 
dt^ ~~ Ox lit ^ Oy dt 

d^Y _ à"/^ dx dy dy 
'dF ^ Ox 'dt ~^ ôy ~di '^ 



ot 



ou, en remplaçant ^jy -^i^ - • • par leurs valeurs (i) 



d^x 
~dt^ 



— . - = o 



àx 



(^) 



1 i^y 

dti 



dy 

* dx 



ào 
f-ày 



^V3 "*. d^ V 

On aurait de même -j^y -^y •••> en diflerentiant ces for- 

dx /* V 

mules (2) et en remplaçant -,-, -j-y • • • par leurs valeurs (i), 

dx d^ X d^ X 

et ainsi de suite. -t-> — jr> -ttt» •••ne seront autre chose 

dt dt dO' 

que la fonction (p et ses dérivées totales successives que nous 

représenterons par ©(/), ç'( /),©''(/), ...;de même^> -~y ••• 

pourront être représentés par 7^(^), x'(^)» • . • , et Ton aura, 
par la formule de Taylor supposée applicable, 



(3) 



1.2 

y =ro-^(« — 'o)x('o) 
<-i^x'(..) 



?'('»)+ ^-y;^?'(m-*-..., 



1.3.3 



XC.) 
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je vais prouver que ces formules sont effectivement des inté- 
grales de (i). Et d'abord je prouverai qu'elles sont conver- 
gentes : 
En effet, on sait que Ton a (p. 5) 

A, B, C, ... désignant des quantités moindres que les 
rayons des plus grands cercles décrits de Xq^ yoy Zq, ... 
comme centres qui ne contiennent pas de points critiques de 
la fonction ^ . Si dans cette formule on remplace l'exponen- 
tielle par son module i, la fonction (p par une quantité M 
supérieure à la plus grande valeur que peut prendre son mo- 
dule dans les cercles de rayons A, B, . .., dont il vient d'être 
question et Â, B, C, ... par une quantité A moindre que 
chacun d'eux, on aura 

ou 

Maintenant considérons les équations 
; dx M 



dt ( X — a?o 



{'-'-^)k-'-^)-\'-K^) 



(5) \dy___ M 

dt ( X — -Cq 



(-^•X-'^O-O--^-)' 



de ces équations on tire dx:= dy^^ ... et, par suite. 

ar --a?o = r — ro = -5 — ^0 = . . . ; 
L. — Traité d'Analyse, IV. 



i3o 
donc 
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dx M 




et par suite 




A / 

dt 

t — to 



A 



En intégrant depuis t = t^, on a 



et les fonctions a:, y, ... resteront synectiques, tant que 
cette équation et sa dérivée relative à x n'auront pas de 
racine commune. Cette dérivée est 



1-4- 



ou 



/ X — ToY 

la valeur de x tirée de là et portée dans (a) donne 

f — ;o = V — e~i^^+^JA. 

En résumé, les équations (5) fournissent des valeurs de 
Xy y, Zj ... svnectiques autour du point t = toy et que l'on 
peut développer en série à l'intérieur d'un cercle décrit autour 
de to avec un rayon R fini, déterminé par la formule 

R<\i — e~«>-»-»'*VA. 

Les formules (3) serviront à effectuer les développements 

de Xj y, Zj ... ; mais il faudra y supposer ?> X» '!''•• • ^S*^* 
M 



/ X — Xo\ 

V — —) 



Revenons actuellement aux équations (i) : si, à l'aide de ces 
équations on forme, comme il a été expliqué, les formules (3), 
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celles-ci seront convergentes, et en effet on vient de voir 
qu^elles étaient convergentes pour le cas particulier où Ton 
remplacerait 

Or, dans ce cas, i® les modules ç, ^, <p, . . . pour t= t^ne 
peuvent qu'augmenter, puisqu'ils sont remplacés par M qui 
est supérieur à chacun d'eux, 2" les modules de leurs déri- 
vées ne peuvent qu'augmenter, puisqu'ils sont moindres en 
vertu de (4) que les dérivées de ^, à savoir 

Alors, en vertu des formules (i), (2) et de celles que l'on 
obtiendrait en les diiférentiant encore, x, -,-y -y-,-' ''"*!/•* 
^> -~^> ••• pour t=tQ^ c'est-à-dire les valeurs des mo- 
dules des fonctions 9(^0)? ?'(^o)> • • •? ^{^o)j ^'(^o)î • . . , ne 
peuvent qu'augmenter et, par suite [les séries (3) étant conver- 
gentes après la substitution devaient l'être avant], la conver- 
gence des séries (3) est établie; si l'on tire des formules (3) 

les valeurs de ^> ^> • • • pour les substituer dans (i), on aura 



Mais, en développant les seconds membres, on a 

?('o)-^'-=^T'(^o)4-... 










<fo\ /d* 



(St) ' i'd^) ' "* <lé*iSD*'*^ ïfis dérivées totales de <f pour 
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t = ùq prises en regardant x, y^ z, ... comme des fonctioDs 
de t définies par les formules (3). Or 



rf© d^ dœ à^ dy 
dt dx dt ' dy dt 






si l'on fait t = Iq, on a, d'après les formules (3), 



on a donc 



dx .. 



t. = xc). 



\dt/o dxo^' dyo^^' 



Le second membre de cette formule est précisément ce que 
nous avons appelé Çp'(^o)î et ainsi de suite; la formtJe (6) est 
donc identique, et par suite il est prouvé que les formules (i) 
admettent une solution œ^y, z^ ... qui pour t= t^se réduit 
à ^09^07 >^o} • • • et reste synectique dans le voisinage de ce 
point, tant que le module de / — ^o reste inférieur à 



a[i — e v^hiisj. 



m. — Remarques an siget du théorème précédent. 

11 est facile de prouver qu'il n'existe qu'un seul système 
de valeurs de x^ y^ z, . . . , monodromes, satisfaisant aux 
équations (i) et se réduisant èi Xc yoj • • • pour t=tQ. En 
effet, s'il existait un second système jouissant de cette pro- 
priété, on pourrait le représenter par x-h^^y-\'T^', z-\-Z 

on aurait alors 



5=0, 



Ti = O, 



Ç = o, 



pour t = to, et 



dx d^ f. N 

dt'^di^'^^''-^^'^-^'^^"'^'' 

d'où l'on conclurait, en vertu de (i), 
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Remplaçons dans ces formules x^y^z, ... par leurs valeurs 
en fonction de t^ on aura 



^ (^<p c^<p 



dt ^ dx ' dy 

dt -^ dx^^ dy^'" 



pour t = to] Ç, T,, Ç, - . . sont nuls : donc ^9 'Tt' " ' ^^ ®^^^ 

aussi : 5, T,, 2^, ... sont donc de la forme (t — ^o)"A., où a est 
au moins égal à deux, ce (}ui est absurde. En efTet, dans les 
équations précédentes, les seconds membres sont d'ordre plus 
élevé par rapport à / — t^ que les premiers. 

La démonstration du théorème fondamental que nous 
venons de donner est due à Cauchy; mais nous avons profité 
de quelques simplifications apportées par Briot et Bouquet 
(Théorie des fonctions doublement périodiques). 



IV. — Sur rezistence et Texpression des fonctions implicites. 

Du théorème démontré (§ II) résulte la svnecticiié des 
fonctions implicites. En effet, considérons les équations 

dans lesquelles /i , . . .-, fn désignent des fonctions de /i + i 
variables y^^ y 2, . . . , yn et a:; ces équations définissent n 
fonctions implicites yi, ^2? ••• de ^; ces fonctions sont 
synectiques, car elles satisfont aux équations différentielles 



dx dyi *" dyn 

•• ) 

dx dyi ^^ ày^-^" 
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OU bien 



(I) 



v' - A ^-^^-i-A ^•^' -u -uA *^-^» 



v'-A,'^-^-4-A.^-4- -^A ^ 



dans lesquelles A4 1 , A12, ... ont des valeurs bien déterminées 
si l'on n'a pas 

et elles seront développables suivant les puissances entières 
de :r — Xo à l'intérieur d'un cercle de rayon 



R =a(i — e Mt«+»)j. 



A désignant le plus petit des modules x — x^^y^ — y^o^ • • • 
pour lesquels les seconds membres de (i) cesseraient d'être 
synectiques et M désignant le module maximum de ces fonc- 
tions quand x^ yi, y^^ ... se meuvent dans des cercles de 
rayon A ayant leurs centres en ^o> J^iO)^2o» • • • î enfin j^io, 
y 20 sont les valeurs dey^^y^. ... pour x =z x^. 



V. — Remarque fondamentale an sujet des divers contours 
d'intégration que peut suivre une variable. 

En vertu d'un théorème connu de Cauchy, l'intégrale 
d'une fonction /{z) prise entre Zq, Z reste la même quai^d 
on déforme d'une manière continue le contour d'intégration, 
pourvu que ce contour ne franchisse pas de point critique de 
la fonction. 

Cela posé, imaginons un contour d'intégration quelconque, 
ZqTa; sur ce contour appliquons un fil flexible attaché en Sa 
et fixé en ce point; au point Z fixons un anneau et faisons 
passer l'extrémité du fil par cet anneau. Supposons que la 
fonction f n'ait que des points critiques isolés (nous n'au- 
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roDS pas daDs la suite d'autres cas à considérer) ; en ces points 
critiques fichons des piquets ronds; cela fait, tirons sur 
notre fil. 

Le fil va changer de forme, et, pendant sa déformation, il 
représentera, à chaque instant, un nouveau contour d'inté- 
gration fournissant toujours la même valeur de l'intégrale, 
puisque, grâce aux piquets fichés aux points critiques, le con- 
tour d'intégration représenté par le fil n'a pu franchir un tel 
point. 

Supposons maintenant que notre fil soit complètement 
tendu : il affectera la forme générale d'un polygone ayant 
pour côtés les droites joignant les points critiques, d'une 
droite joignant le point Zo à un point critique et d'une droite 
joignant un point critique au point Z. 

Lâchons le fil en Z, puis, appliquant un piquet sur chacun 
des côtés du polygone, ramenons ce piquet en Zq en entraî- 
nant le fil; passons ensuite successivement le piquet entre le 
fil et les piquets fichés aux points critiques qu'il pourrait 
embrasser une ou plusieurs fois et ramenons le piquet mobile 
en Zq en entraînant les brins de fil. Le contour d'intégration 
représenté par le fil, en se déformant, ne franchit toujours pas 
de point critique, et notre intégrale prise le long du contour 
définitif a la même valeur que l'intégrale prise le long du 
contour primitif. 

Le contour d'intégration affecte alors la forme d'une série 
de boucles entourant les points critiques, que l'on peut 
considérer comme des lacets, et d'une ligne ordinairement 
droite allant de Zq à Z. Il n'y aurait d'exception à cette règle 
que s'il se trouvait un point critique sur la droite ZqTj] le 
chemin rectiligne ZqTj pourrait alors être remplacé par un 
chemin légèrement courbe ne passant pas par le point cri- 
tique. De là résulte cette proposition fondamentale : 

Théorème. — LorsqvHon veut intégrer la fonction f{z) 
entre les limites z^ et Z, tout contour peut être ramené, 
sans changer la valeur de l'intégrale, à une suite de lacets 



L 
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enveloppant les points critiques y ayant leur entrée en z^ 
et au chemin rectiligne jSqZ. 



VI. — Des transcendantes auxquelles conduit l'intégration 
des fonctions rationnelles. — Logarithmes. 

Le problème qui se présente au début du Calcul intégral 
est l'intégration des fonctions rationnelles. Pour le résoudre, 
il est naturel de décomposer ces fonctions en éléments simples 

de la forme Xx"^ et , — > où a, A, m, n désisrnent des 

constantes, dont les deux dernières sont des entiers. Chacune 
de ces fonctions simples peut être intégrée; toutefois, quand 
n-=\y on est conduit à la considération de la fonction 

dx 



r dx 

J x — a 



que l'on ramène facilement, par un changement de variable, à 



r'^dx _ r'dz 



Cette fonction est la fonction logarithmique; bien qu'elle 
nous soit parfaitement connue, il ne sera pas inutile de dé- 
duire ses propriétés de l'équation 

de prouver que cette fonction ne peut pas s'exprimer en 
fonction algébrique de x et de montrer qu'elle constitue une 
transcendante. 

D'après ce que nous avons vu au paragraphe précédent, 
tout contour d'intégration conduisant de i à a; peut être 
ramené à une série de lacets ayant leur entrée au point i enve- 
loppant le point critique o, et au contour rectiligne allant du 
point I au point x. Appelons u la valeur de l'intégrale prise 
le long de ce dernier chemin. 



DBS TEÀlfSCBNDANTBS. 187 

L'intégrale prise le long du lacet se compose : i** de l'inté- 
grale 

prise le long d'un bord; 2° de l'intégrale prise le long du 
cercle, laquelle est égale à d: 271^ — i multiplié par le résidu 

de - ou I ; 3** de l'intégrale 



. 



prise le long de l'autre bord, cette intégrale détruit la pre- 
mière; en tout on a donc, pour l'intégrale prise le long du 

lacet, ±: 21^^/— ï, suivant que le lacet a été parcouru dans le 
sens direct ou rétrograde. 

Supposons que le lacet ait été parcouru m fois dans un 
sens, n fois dans un autre^ et que l'on ait ensuite parcouru le 
chemin rectiligne; on voit que la valeur de l'intégrale sera 



N représentant la différence des entiers m et n, et u repré- 
sentant l'intégrale prise le long du chemin rectiligne qui va 
du point I au point z. L'intégrale a donc une infinité de 
valeurs. 
Si l'on appelle j/' le logarithme de x^ en sorte que 



r'dz 



la fonction inverse x de y pourra être désignée par e^ et, en 
vertu d'un théorème connu (p. 1 27), ey sera monodrome, mo- 
nogène, finie et continue dans toute l'étendue du plan, excepté 
pour a: = eix = 'X>; mais alors j/* est infini. D'après ce 
que l'on a vu tout à l'heure, on aura, pour toutes les valeurs 
entières de N, 

et la fonction e^ est périodique ; sa période est 21^^ — i . 



'M^ 
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L'équation 

1 — =^=o ou rf(loga?-4-log^)=i= o, 

X y 

qui peut aussi s'écrire 

y dx -H X dy = o ou d xy = o 

montre que \o^x + \o^y et xy,, ayant leurs différentielles 
nulles en même temps, sont constantes en même temps; on 

peut donc poser 

\o%x -^\o^y —f{xy), 

f désignant une fonction que nous déterminerons en faisant 
x = I, alors log^ = o, et l'on a 

la fonction y est donc un logarithme, et l'on a 

loga? -h log^ = logoy^. 

Par suite, si l'on pose logx = m, \o^y = ç?, on a 

M-f. p = log(e**c«') 
ou enfin 

Comme on le voit, la théorie des exponentielles et des loga- 
rithmes découle de la façon la plus simple des principes 
élémentaires du Calcul intégral. 

La fonction logx ne saurait être algébrique, son inverse e* 
par suite non plus ; en effet, pour une même valeur de x, une 
fonction algébrique de x n'a qu'un nombre limité de valeurs 
se permutant les unes dans les autres. 

VII. — Transcendantes auxquelles on est conduit par rintégration 
des fonctions algébriques. — Intégrales abéliennes. 

On sait intégrer les fonctions rationnelles à l'aide de la 
transcendante logarithmique. Il y a lieu de chercher à inté- 
grer les fonctions algébriques ; mais, quand on aborde ce pro- 



j 



l 
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blême général, on le trouve hérissé de difficultés : tout porte 
à croire que les intégrales des fonctions algébriques défi- 
nissent des transcendantes nouvelles. 

On a donné le nom d'intégrales abéliennes aux intégrales 
des fonctions algébriques irrationnelles. 



TH. — Intégrales des fonctions algébriques du second ordre 
des fonctions circulaires et hyperboliques. 

Soit y une fonction algébrique du second ordre définie par 
Téquation 

Xq, X|, X] désignant des polynômes de degrés o, i, 2. 
Toute intégrale de la forme 



(a) Jf{^,y)<^, 



dans laquelle j^ désigne une solution de Féquation (i) pourra 
s'obtenir au moyen des fonctions algébriques et logarith- 
miques. 

D'abord, en supposant j" = w ^J > l'équation (1) devient 

X* 

Xo a» -I- X, -4- 7^?- = 0, 

4 Ao 

et «2 n'est autre chose que la racine d'un polynôme du se- 
cond degré; l'intégrale (a) est donc l'intégrale d'une fonction 

rationnelle de x et d'un radical de la forme \Jax^ -\- bx -t- c; 
on a vu que Fintégrale (2) dépendait algébriquement et 
même rationnellement des intégrales simples 



lesquelles pourraient elles-mêmes être rendues intégrales de 
fonctions rationnelles. 



5r^^ 
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Nous allons étudier directement la fonction arcsin^r dé- 
finie par Féquation 



(3) 



arcsin 



r' dx 



le radical étant censé ég^l à + ■ quand x est égal à sa limite 
inférieure. Voyons d'abord combien de valeurs cette fonction 
peut prendre pour chaque valeur de x : tous les chemins 
qui conduisent de O en a: peuvent se ramener à des lacets 
suivis du chemin rectiligne Ox. Soit u la valeur de l'intégrale 
prise le long de ce chemin rectiligne : la fonction placée sous 

le signe / a deux points critiques — i et -f- i , qui donnent 

lieu à deux lacets (p. iS^). 

Considérons l'un d'eux hdfca {fig* 5), le radical étant 
censé pris avec la valeur -r- i pour la valeur initiale a: = o; 



Fig. 5. 

y 
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•x 
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-1 
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l'intégrale prise le long du bord bd sera 



/ 



dx 



ir 



\/i — X 



t 1 



L'intégrale prise le long du cercle est nulle; l'intégrale rela- 
tive au bord ca est égale à 



/ 



dx __ ir 
1 — /i — x^ ^ 



En eOet, quand la variable z a tourné le long du cercle dfcy 



J 
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le radical a pris en c un signe contraire à celui qu'il possédait 
en rf, et c'est 7=^ qu'il faut intégrer le long de ca. L'in- 

légrale relative au lacet -+- 1 est donc iz. On verrait de même 
que l'intégrale relative au lacet — i est — n. 

Maintenant supposons que la variable z, après avoir dé- 
crit le lacet + i , décrive encore ce lacet : le radical prend à la 
sortie du lacet une valeur égale et de signe contraire à celle 
qu'il avait à son entrée; si z décrit alors une seconde fois ce 
lacet, l'intégrale croîtra non pas de ir, mais de — ir, ce qui 
donnera o pour sa valeur totale, après avoir décrit deux fois 
le lacet; si Ton décrivait une troisième fois le lacet, on trou- 
verait de nouveau tt pour valeur de l'intégrale, et la valeur du 
radical à la sortie serait — 1 , et ainsi de suite. 

Si z, après avoir décrit le lacet -h i , décrit le lacet — i , 
l'intégrale prendra la valeur tt — ( — î^) ou 27î, et le radical 
reprend à l'origine la valeur H- 1 . 

D'une manière générale, appelons A, B, C, . . . les valeurs 
de l'intégrale prise le long de l'un des deux lacets, et suppo- 
sons que, après avoir parcouru plusieurs fois dans un ordre 
quelconque les lacets^ la variable z décrive le contour recti- 
ligne Ox, l'intégrale prendra la valeur générale 

le signe 4- ou — étant mis devant m, suivant que le nombre 
des intégrales A, B, C, ... est pair ou impair. 

On peut toujours supposer que A^B, B^C, C^D, . . ., 
car il serait inutile d'écrire des termes qui se détruisent; 
or A,= — B = C = . . . = ih 7î : donc la valeur générale de 
l'intégrale que nous avons appelée arc sin^r est 

2/iir-hM ou (aTH-l)^ — M, 

n désignant un entier. La fonction inverse de arcsino? ou 
siii£< jouira donc des propriétés suivantes : 

siii(2n'7r ~h u)= sinw, 
sin(2/i7u-+- TT — m)= sina. 
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Il est facile de voir d'ailleurs que la fonction sin u = x, 
définie par Téquation 

(4) S=v^^^ 

[équivalente à (3) si l'on ajoute que, pour w = o, on a ic = o] 
est monodrome. Il ne pourrait y avoir d'exception à cette 
règle que si x se trouvait dans le voisinage des points — i et 
4- I (p. 127); mais, si Ton pose x= i — Ç^, on a 



ou 

du 2 

pour x = ïy^=zo. Or Ç est monodrome autour du point pour 
lequel on a Ç = o; donc x est aussi monodrome autour du 
point pour lequel x = 1 ] on verrait de même que x ne cesse 
pas d'être monodrome autour du point — 1 ; ainsi l'équa- 
tion (3) définit sinj; comme fonction de u monodrome dans 
toute l'étendue du plan. 



IX. — Formnle fondamentale de la Trigonométrie. 

La formule fondamentale de la Trigonométrie rectiligne 
peut se déduire du Calcul intégral. Ainsi, en posant 

dx . 

r= = arcsina? 



Jr* dx 



et en adoptant cette formule comme définition de arc sioar, 
on aura, pour intégrale de l'équation 

, . dx dy 

(1) -p =^ + -p^ = o, 

l'équation 

(2) arcsina?-+- arcsin^ = arcsinc, 
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OÙ c désigne une constante. Mais on peut intégrer autrement 
la formule (i) et l'écrire 

dx^\ — y'^-^ dy y/ \ — a;* = o 

ou 

/ dx v/i — y^ -h I dy ^i — x* = a, 

a désignant une nouvelle constante ; en intégrant par parties, 
on a 

X}/i — y^-hy)/i — x*— I xy(—^=-h-jz==^)= a 

ou, en vertu de (i), 

x^i^ y*-\-y /i — a?'= a; 

(2) montre que, pour x = o, y = c; si Ton fait ici a: = o, on 
^jr=a: donc a = c, et par suite 

(3) X ^i—y^-hy /i — x^=c. 

En appelant alors sino; la fonction inverse de arc sino? et en 
posant arc sin^r = a, arc sin^ = 6, 

a-+- 6 = arc sine; 
on a, au lieu de (3), 

ina^i — 8in*6 -+- sinb /i — sin*a = sin(a-H b). 



SID 



Les signes des radicaux se vérifient en faisant successivement 
a = o, 6 = 0. C'est la formule fondamentale de la Trigono- 
métrie. 



X. — Intégrales des fonctions algébriques de genre séro. 

On a vu que les fonctions algébriques pouvaient se classer 
par genres (p. 82). Les fonctions de genre zéro sont définies 
par des équations algébriques représentant des courbes uni- 
cursales, et l'on sait quC; si y est fonction algébrique de x de 



1 



l44 CHAPITRE y. 

genre zéro, on peut exprimer :r et j^ en fonction rationnelle 
d'un même paramètre t. L^intégrale 

j ydx 
ou même cette autre 

dans laquelle F désigne une fonction rationnelle, peut tou- 
jours être calculée au moyen des signes ordinaires de l'Algèbre, 
y compris le signe log, c'est-à-dire en termes finis ; en effet, 
si l'on remplace x et y par les fonctions rationnelles ^{t) ^i 
^{t), on trouve 

la quantité placée sous le signe / étant rationnelle en ^j od 
en conclut que : 

Théo&eme. — Les /onctions rationnelles de x et d*ane 
fonction de genre zéro peuvent toujours s^ intégrer en 
termes finis, 

XI. — Intégrales des fonctions algébriques de genre i. 

Les intégrales des fonctions algébriques de genre zéro 
n'engendrent pas de transcendantes nouvelles; elles peuvent 
s'exprimer au moyen des fonctions algébriques et logarith- 
miques. Il n'en est pas de même des intégrales des fonctions 
de genre un et a fortiori des intégrales des fonctions de genre 
supérieur, comme nous ne tarderons pas à le démontrer. 

Les intégrales des fonctions de genre i méritent d'être 
étudiées à part : on leur a donné le nom d'intégrales ellip- 
tiques. Si y désigne une fonction de x de genre i , x et y 
pourront s'exprimer, comme l'on a vu (p. 88), en fonction 
rationnelle d'un paramètre t et d'un radical R de la forme 

R = ^at^ ■+- bt^ -H ct^ -i-dt-h€j 
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a, b, c, rf, e désignant des constantes, en sorte que, si F(a:, j^) 
désigne une fonction rationnelle de x et de^, Tintégrale ellip- 
tique 

U = / F{Xj y)da: 

pourra se ramener à la forme 

'}(/, R) désignant une fonction rationnelle de t et de R. 

ZII. — Sar l'impossibilité d'exprimer les fonctions abéliennes 
aa moyen des signes ordinaires de l'Algèbre. 

Les théories que nous allons exposer sont dues à Liouville 
{Journal de Crelle, t. 12 et 13; Académie des Sciences de 
Paris, 24 juin 1837). 

Liouville appelle transcendantes de première espèce les 
fonctions algébriques de e"i, e"t, . , . , logWi, loga^, . . . , W|, 
{/2, . . ., les lettres £/«, 2/2, • < • désignant des fonctions algé- 
briques. On appelle transcendantes de seconde espèce les 
fonctions algébriques de e*'i,e*'«, . . . tlogi^ijlogç^^j • • • î^«» • • • ■. 
les lettres i^i , ('s? • • • désignant des transcendantes de première 
espèce, etc. 

Ceci posé, nous allons chercher la condition pour que Tin- 

légrale abélienne j ydx, où y est une fonction algébrique, 

soit exprimable par le moyen des fonctions algébriques expo- 
nentielles ou logarithmiques. 

Supposons d'abord 1 ydx exprimable en fonction algé- 
brique de fonctions de première espèce, et soit 

(i) rr<ia?=/(ar, e**., c"a, . . ., loga,, logM,, ...). 

Rien n'empêche de supposer qu'entre e"«, e"*, . . ., logt/| 

L. — Traité d'Analyse, IV 10 
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loge/2) • • • il n^existe pas de relation algébrique, sans quoi, 
s'il en existait une, on pourrait remplacer log£/i , par exemple, 
par sa valeur au moyen des autres transcendantes. 

Je dis que la fonction e"* ne saurait figurer dans le second 
membre de (i); en effet, remplaçant /par ç(e"i, x) ou même 
par ç(0, x) en posant e"«= 8, on aura 

I ydx = (p(e, x) 
et, en différentiant, 

OÙ nous désignons, pour abréger, par Ç| et cp^ les dérivées 

-r|> ^; mais cette formule (2) ne saurait avoir lieu, puisque 

elle établirait une relation algébrique entre nos transcen- 
dantes, ce qui est contraire à noire hypothèse, à moins que les 
exponentielles qui y figurent dans les signes fonctionnels ne 
disparaissent Identiquement. Si ces exponentielles dispa- 
raissent, on peut remplacer 6 par jjlÔ ou même par une quan- 
tité quelconque, sans troubler l'égalité (2), et l'on a alors 

(3) j^ = <Pi(e,ar)e^ -h cp,(e, 37) = cp,(ixe,:r)|jLe^ 4- ?,(ii.6, or): 

d'où Ton conclut, en intégrant, 

cp(0, x) — cp(|iO, x)-\- const.; 
la constante dépendra en général de [x, et l'on aura 

(4) cp(e,^)-=cp(jiLe,:r)H-tKjjL). 

Il ne faut pas oublier que (3) est une identité; (4) doit donc 
aussi être identique et avoir lieu quel que soit 6 ; on peut alors 
supposer 6 = 1 : on a alors 

<p(i,a:)=cp(iA,ar)-f-<J/(|x), 

ce qui détermine ^'(l^)' (4) devient alors 

0(6, a;) — cp(i,ar,i = o(|aO, a:) — ©([A,a7;. 
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Si l'on différentîe successivement par rapport à et jx, on a 

e<p,(|ie, x) ==<pi(|x, x); 

d^oii Ton tire, en éliminant f f (0[x, ;r), 

[jLçpi((jL, x) = 8<pi(8, 2?) = const. = a. 



Ainsi 



?i(<^, 3:)'=^, 



et, en intégrant, 

^p(6, x) = alogO -4-6, 

b désignant une nouvelle constante; on a donc 

<p(6, x) — aloge"i-!- b = awi-i- b\ 

la fonction (p ne contient donc pas d'exponentielles; donc : 

Une intégrale abélienne ne peut pas contenir d^expo- 
nentielles dans son expression^ si elle est transcendante de 
première espèce. 

Supposons maintenant que == logeai, ^^j explicitant cette 
fonction, posons 

<.i) Jydx = o{^,x), 

do do 

En di(rérentiant(i), on a 

j^ = cp,(0, a:) ';*- -+-cpj(e, 37); 

le second membre de cette formule doit être indépendant 
de B : on peut donc y remplacer 6 par 8 -f- [i. et Ton a identi- 
quement 

U' II' 

«5>i(e -f- ji, a?) ^ -f. cp,(Ô -H |x, a:) = (pi(0, x) -^ -f- oj(e, x). 



^ 
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Ea intégrant, on a alors 

0(0-1- [X, ar) = <p(Ô, a:)-h<Kfx), 

^([l) désignant une constante par rapport à x; si l'on fait 

= 0, il vient 

o(jx, a?) = cp(o, a:)-4-iKji.), 

d^où, par soustraction, 

<p(e-f-|jL, a?) — ç({x, a:) = Q(e, ^) — ^(o, x). 

Si Ton différentie alors successivement par rapport à }x 
et Q, on a 

©1(6-»- IX, J7) — Ç,({X,a5) = 0, 

<5i(0-h|A, ar) — (pi(e, X) = 0; 
donc 

(2) çi([x, a?) = «p,(8, x) = const. = a, 



d'où 



ç(e, .r) = aO-f-ô, 



a et 6 désignant des constantes d'intégration, c'est-à-dire des 
quantités indépendantes de 0, mais pouvant dépendre de x. 
On a donc 

(3) <^{^f x) = I jrdx = alo^Ui-^ b. 

Mais on peut aller plus loin et prouver que a est constant. 
En effet, en vertu de (2), on peut poser 

©,(8-+- IX, 37) = a, 
[JL désignant une constante; on a donc 

o(^ -j- [X, a?) = a6 -I- 6|. 
Changeant en 8 — t*-? oi^ aura 

©(6, x)=Jydx = a{^ — ^)-hbi-y 



1^9 
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or les valeurs de f ydx données parcelle formule et par (3) 

ne peuvent différer que par une constante ; donc 

a6 -h 6 — a(6 — jjl) — 6i = const.; 

donc a\L-\-b — b^ doit être constçint quel que soit [x, et, en 
particulier, en supposant |jl constant, 



da d(b — bi) 



^di-^ 



dx 



o, 



I . » da d(b — b{) j . 

quel que soit [jl ; par suite ^ = o et — -, = o; donc a est 

bien un nombre constant. Donc : 

Théorème. — Si V intégrale f y dx est une transcen^ 

dante de première espèce, on a forcément 



/ 



y dx = u^-¥- \\ log tti -f- Aj log Mj 



Uqj Wi, U2j ... désignant des fonctions algébriques A|, 
A2, ... des constantes. 

Ce premier théorème est de Liouville. 
Maintenant supposons l'intégrale (y dx exprimable au 
moyen d'une transcendante de seconde espèce, on pourra poser 

j ydx = cp(e»., e"., ..., logMijlogMî, • • • ), 

tp désignant une fonction algébrique de fonctions de pre- 
mière espèce et de e"i, e"t, . . ., logwi, log 2/2? • • •? et W|, 
«2, ... les u désignant non plus des fonctions algébriques, 
mais des transcendantes de première espèce. 

On prouvera, comme tout à l'heure, que e"», e"i, ... ne 

peuvent pas figurer dans l'expression de j y dx et que log 2^1, 

logf/21 • . . n'y entrent que sous forme linéaire avec des coef- 
ficients constants, en sorte que 



/■ 



y dx = Mo -+- Aj log Wi -\- Aj log Wj 



• • • » 
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Uo, iii^ U2, ... désignant des transcendaDtes de première 
espèce. Or Liouville trouve encore que Uq^ Ut, . . ., Un sont 
simplement algébriques; la démonstration se fait en posant 



J ydx = cp(e*', ar)=o(e, x), 



V désignant Tune des fonctions algébriques qui figurent dan& 
{/o) u^y 2/2, • • ' : en employant le même mode de démonstra- 
tion que tout à l'heure, qui réussit grâce à ce que les dérivées 
de (f sont algébriques par rapport à 11^^ u^^ . . . , on prouve 
que e^ ne doit pas figurer dans W| , 1/2, ... ; on voit de même, 
en posant 

// dx = <p(logp, x) = ^(0, a?), 

que 6 ne peut entrer dans 1 y dx. 

Le même raisonnement s^appliquerait au cas où l yda: 

serait supposée transcendante de troisième espèce, et ainsi 
de suite; donc enfin : 

Théorème II. — Si une intégrale abé tienne est expri^ 
mable à Vaide des signes de V Algèbre ordinaire en y 
adjoignant les signes logarithmiques ou trigonomé— 
triques, elle est nécessairement de la forme 



(H) 



/• 



y dx = Ufi-^ AilogMi H- AjlogMj 



Wo, «M W2, ... désignant des fonctions algébriques et A|^ 
A2, . - • des constantes. 

Abel a prouvé que Uq^ t/i, . . ., Un étaient des fonctions 
rationnelles de x et de ^'. Pour le voir, il suffit d'exprimer 
Wo, Wi , ... en fonction rationnelle d'une même fonction algé- 
brique \. Cette fonction \ satisfera à une équation irréduc- 
tible à coefficients entiers en x\ mais il est clair que l'on 
pourra d'une infinité de manières s'arranger de telle sorte que 
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ses coefficients contiennent y. Rien n'empêche de supposer 
cette équation A = o irréductible en \\ or, si Ton difTérentie 
l'équation (H), on obtient une relation rationnelle en x^y^ 
\ qui peut servir à définir a. Or, l'équation considérée A = o 
étant irréductible, la relation rationnelle en question doit 
admettre toutes les racines de A = o pour une même valeur 
de a: et dey; en faisant alors dans (H) \ égal à chacune des 
racines de A = o et en ajoutant les résultats censés au nombre 
de |Xy on a 

(X I y ctx = I,Uo-h Ailogllai-h A2lognw2-^. • •; 

mais Si/o) Uui^UUi^, • • - sont des fonctions symétriques des 
racines de A = o : ils s'exprimeront donc en fonction ration- 
nelle de X et de y. c. q. f. d. 



XIII. -> Impossibilité d'exprimer les intégrales elliptiques à l'aide 

de transcendantes plus simples. 

Nous avons vu que les intégrales elliptiques, ou intégrales 
des fonctions du premier genre, se ramenaient à la forme 

(i) ff{R,x)dx, 

R désignant la racine carrée d'un polynôme du troisième ou 
du quatrième degré et / une fraction rationnelle. Or toute 
fonction rationnelle de R et ^ peut se mettre sous la forme 

A-hBR _ (A-^BR)(C — DR) 
C-i-DH" G« — D2R» 

A, B, C, D désignant des fonctions entières, et par suite sous 
la forme 

P-i-QR P QR» F T 

ls- = "^ -+- 77^ y 



S S ' RS S RS 



i 
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P, Q, S, T désignant encore des fonctions entières; l'inté- 
grale (i) se ramène donc à la forme 



fi^-f 



p . n . 
Rs ''''■ 



La première intégrale s'obtient facilement, la seconde se 
décompose en d^autres de la forme 

/£c'" dr r dx 

abstraction faite de facteurs constants, en décomposant la 
fraction — en éléments simples. 

Je vais prouver que l'intégrale la plus simple, 






ne peut être exprimée au moyen des fonctions algébriques 
logarithmiques, etc. En effet, si une pareille expression était 
possible, on aurait, en vertu du théorème d'Abel démoiilré au 
paragraphe précédent, 



( I ) 



f Ç = Po-f-QoR-HVA,log(P/-f-Q,R), 

p/ et Qi désignant des fonctions rationnelles, que Ton peut, 
sans nuire à la généralité, supposer entières si i:>o et A/ 
désignant une constante; mais je dis que Ton doit aussi sup- 
poser Po et Qo entiers. En effet, supposons Po ou Qo infinis 

/^ dx 
-^ est nécessai- 
rement fini, quand même R^ contiendrait le facteur x — a, 
car il ne saurait le contenir deux fois (sans quoi R se ramè- 
nerait à la forme {x — a)R', R' désignant un radical portant 
sur un polynôme du deuxième degré); donc il faudrait que 
l'une des quantités P^ -j- Q/R fût nulle pour ^t=a, mais 
Po -+- QoR pour des valeurs de x voisines de a ne saurait être 
de même ordre infînitésimal que log(P| 4- Q*R) qui est de 



DES TRANSCENDANTES. l53 

l'ordre de log(a; — a); donc Pq et Qo, ne devenant pas 
infinis, sont nécessairement entiers. 

On peut supposer que Tintégrale qui figure dans (i) ait 
été prise le long d'un contour rectiligne ; alors, si l'on intègre 

d'abord autour d'un lacet relatif à i- > la formule ( i ) devra être 

remplacée par la suivante, où 8 désigne une constante, 

e -/'Ç = Po~ QoR -+-2"^' '''^(^' ~ ^'^^» 
et, en la combinant avec (i), on a 

que l'on peut mettre sous la forme 

6 = ^Pp-i-^m log(^ — g), 

m et a désignant des constantes. Cette formule est impos- 
sible si les termes logarithmiques qui deviennent infinis dans 
le second membre ne sont pas nuls, et alors Po est constant; 
on a donc 






QoR, 



Po désignant une constante; difierentions, nous aurons 



OU 



OU 



^ dx cLx 



■=<î-'«S-"S* 



-*'^->'s 



Soit 



XK"^ = ax^ -^bx^'\'Cx^-{-dx 

Qo = Aar'» -+- Ba?'»-» -h. . . -4- Gx -i- H, 



..,^> 



i54 

on devra avoir 



CHAPITRE T. 



2 =CAar'»-4-.. .-f-H)(4aa?3-l-.. .-i-d) 



ou, en identifiant, 

2 = lld-hieGf 



o = 4Aa-4-2/nAa. 



m devrait être égal à — 2, ce qui est absurde; ainsi, parmi 
les intégrales elliptiques auxquelles donnent lieu les fonc- 
tions algébriques de genre un, les plus simples, celles qui 

sont de la forme 

'dx 



C— 
J H 



sont des transcendantes nouvelles. Le Chapitre suivant sera 
consacré à l'étude de ces transcendantes et de leurs inverses. 
Nous croyons devoir placer dans ce Chapitre un théorème 
général dû à Abel et dont nous ferons un fréquent usage. 



XIV. — Théorème d'Âbel. 

Dans une Note très succincte, Abel indique la possibilité de 
former des combinaisons linéaires d'intégrales de fonctions 
algébriques, exprimables au moyen des signes de l'Algèbre 
élémentaire. Au fond, le théorème d'Abel revient au suivant : 

Soit 

une courbe algébrique, réductible ou irréductible, de 
degré m; si ron coupe cette courbe par une courbe algé- 
brique de degré n à coefficients variables, 

(2) ^{x,y)=o, 

et si Von appelle (jf^, y^)y {x^y ^2), • • -, (^0 yi)y • • • l^^ 
[jL == mn points d^ intersection de ces deux courbes, on aura 
la relation 



l = {X 



¥{xi,yi)dwi _ 



1=1 



) 
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F(j:, ^) désignant une fonction entière quelconque de 
degré au plus égal à m — 3, et f^{^x^ y) désignant la 

dérivée ^ • 

oy 

Pour démontrer ce théorème, nous observerons que 0:4 , jk< ? 
•^^st y^f " - • sont fonctions des paramètres contenus dans les 
coefficients variables de ^, ou, si l'on veut, de ces coeffi- 
cients ; si alors on fait varier ces coefficients et si Ton appelle 
d6 la différentielle de ^ relative à ces coefficients, oc et y res- 
tant constants, on aura, pour des valeurs quelconques de x 
et y satisfaisant à (i) et (2), 

dx ày ^ ' 

ou bien, en éliminant dy^ 

à{^,y) ày 

ou, en remplaçant^ par/2(^?JK)? 



'?(Xy y)dx _^ d^Y{x, y) _ 

M^y y) 



Và{x,y)\ 



o. 



Si, dans cette formule, nous faisons successivement x = x^^ 
X2, . . . , i2:^ et si nous ajoutons les résultats, nous aurons, en 
vertu d'un théorème démontré (p. 822, t. I), en observant 

que F(:r, ^) d^ est de degré inférieur à ^ , 

F(xi,yi)dxi 



i: 



M^hyt) 
1=1 



= 0, 



ce qu'il fallait démontrer. 



^i3 



^ 



m 
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XV. — Application du théorème d'Abel à nn systôme 

hyperelliptiqne. 

Soit X un polynôme du degré 2p donné par la formule 

X = a© -î- «1 a? -+- ajJ7*-h. . .-^ a^pX^P 

et X| ce que devient ce polynôme quand on y fait a: = arj-; 
considérons la courbe 

(1) J^' = X, 

et coupons-la par une courbe variable de degré jo 

(2) r=U, 

dans laquelle U désignera un polynôme entier de degré/? ; les 

deux courbes se couperont en 2/7 points(a7|,^i),(:r2,y2)« - • 
dont les abscisses x^ , x^^ . . . , x^p seront racines de 

(3) U» — X=o. 

Nous supposerons fixes les/? intersections (;rp+oJ^;»+i ), . . 
{x^p^y^p) ; il suffit pour cela de déterminer/? des p -f- i coef- 
ficients de U par les p formules 

(4) yp^i = u^-Hi, yp-^t = U;,M-j, ...» ytp = Uip. 

Alors, entre les/? points (^i,j^,\ . . ., (j?^, a?;,) restés variables, 
il existera, en vertu du théorème d'Abel, des relations de la 
forme 

^ yi 

ou 

i = p 



1T. y^i 
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F désignant un polynôme de degré 2/> — 3 en x et y arbi- 
traire. En particulier, on aura 

dxi dxr dxo 

— =0. 



X\ dx\ X\ dxt Xp dxn 

] — 7=- -^ — 7=^ H-...-r ' , ^ =0, 



= o. 



/X, /Xj v/Xp 

Si maintenant on considère ce système, il sera satisfait en 
prenant pour a:, , jîj, — , ;r^ les points d'intersection variables 
de (i) et (2), en sorte que pour intégrer le système (i) on 
formera l'équation (3) 

U« — X=o; 

on divisera son premier membre par (^ — '^/>+« )» • • • > 
(,r — X2p)\ Xp^iy ..., X2p étant connus, l'équation résul- 
tante 

R=o 

fournira alors x^, X2, . . . , Xpy et, si l'on a 

on en conclura 

Al 

Xi -t- a?j -f- . . . -f- iFp = — - - > 

Ao 
A, 

{ni \ Ao 



XtXf . . . Xp = in -7— • 

'^ An 



En éliminant entre ces équations le paramètre variable qui 
reste dans U, on aura p — i relations entre Xt, x^^ . . . , Xp^ 
qui seront les intégrales de (5) renfermant les constantes Xp^^ , 
x^^.2, . . . , x^p qui se réduisent kp — i . 

On pourrait encore trouver sous forme algébrique les inté- 
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grales de (5) en développant Téquation U^ — X= o sous la 
forme 

sans exprimer que U prend des valeurs données pour 



Alors on aurait 



X — Xp^i^ 



^tp- 



j?i ■+- aTj -+-... -T- or^p = 



Pi 

* 

Pt 



ari arj H- . . . -h x^p-i x^p = 15- 

I t 



X\ 27 j X^ • • • 37j — 



«P 



Po 



En éliminant ensuite Xp^ •^z'+i? - • «^ '^3/» ^^ un coefficient 
de U, on aurait encore p — i relations entre ^i, x^^ - . - , JCp 
et les coefficients de U qui seraient dans ce cas les constantes 
d'intégration. 

11 résulte de là un fait curieux dont toute l'importance sera 
développée plus loin : les équations (5) ont pour intégrales, 
sous forme transcendante, les relations évidentes 



^^ r dxi 
> f — = = const., 






= const.. 



et ces équations sont équivalentes à des équations algébriques 
qui sont les intégrales déduites des considérations qui pré- 
cèdent. 

XVI. — Généralisation du théorème d'Âbel. 



(I) 



Le théorème d'Abel peut être généralisé comme il suit 
Soient 

fl{Xi, Xiy . . ,y Xn) = O, 

/i(^i, ^î, a?rt) = o, 



/«-i(^„ar„...,ir„) = o 



r 
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n — I équations algébriques de degré m ; si nous leur ad- 
joignons V équation à coefficients variables de degré p 

et si nous désignons par 

Vune quelconque des jx z=pm'^~^ solutions rfe(i), (2), nous 
aurons 



= 0, 



2d r ^(/i»/« A-i) 1 

F désignant un polynôme quelconque de degré m — 3. 

La démonstration de ce théorème se fait comme celle du 
théorème précédent. On différentie les équations (i) et (2) 
par rapport aux coefficients dey,,, et l'on a 

v-^ dxi ■+■ f-^ dx^ -f- . . . -h ; - dxn = o, 

OXi • OXx OXti 



ÔX\ OXx OXn 

et, en éliminant dx^^ dxzt • • - ? ^^n^ 

0(Ti,Xt,..-,X„) d{Xi, Xi, . . ., x„) 

I 

multiplions par F(:C|, ^2, . . . , Xn) et divisons par 

^(fu /il ' "j fn) à(fi^ fz /«-1) 

à{Xi, Xi^ ...fXfi) à{Xi, Xi, ..,jXn) 

remplaçons ensuite x^, Xz^ . . . ^ x,i successivement par x^^y 
*^i2; ***) *^iny •.. Xî^ , ^12^ * * * t *^in^ • • . et ajouions Jes 
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résultats ainsi obtenus : nous aurons, en vertu du théorème 
(t. I, p. 822), la formule 



F(d:/|, ar/j. . . ., Xin)dxi\ 






= 0, 



qu*il fallait démontrer. 

Nous aurons plus tard Toccasion de faire des applications 
de ce théorème qui donne toute la théorie des biquadratiques 
gauches. 
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THÉORIE DES INTÉGRALES ELLIPTIQUES. 



I. — Préliminaires. 

On a donné le nom ^intégrales elliptiques^ comme nous 
Tavons dit, aux intégrales de la forme 



f^i^x, )/\)dx, 



F désignant une fonction rationnelle de x et de y/X, etX un 
polynôme du troisième ou du quatrième degré ; c'est à cette 
forme que se ramènent les intégrales des fonctions algébriques 
de genre un. 

C'est le comte Fagnano qui a attiré Tattention des géo- 
mètres sur ces nouvelles transcendantes par ses travaux sur 
la comparaison des arcs d'ellipse et de lemniscate. Euler a 
ensuite intégré l'équation 

dx _ dy 



V^Aar*-f- Bar'-h Ga7«-t- Da:-^ E /À^*-f- Bj^* h- G^«-i- Dj^ -^ E 

sous forme algébrique, et a ainsi fait faire le premier pas à la 
théorie des fonctions elliptiques {NovicommentariiPetrop., 
t. VI et VII). Lagrange {Mém, de Tuririy t. IV, et Fonctions 
analytiques) a donné une méthode plus simple et plus natu- 
relle pour résoudre la même question ; il a donné aussi une 
méthode pour transformer les unes dans les autres les inté- 
grales elliptiques, en s'appujrant sur une découverte de Lau- 
den, dont nous aurons l'occasion de nous occuper bientôt. 

L. — Traité d'Analyse, IV. 1 1 



1 



l62 CHAPITRE Yl. 

En 1 8 1 1 , Legendre a fait paraître un Traité volumineux, 
enrichi de Tables numériques, et qui contient tout ce qui 
avait été écrit jusque-là sur ce sujet; mais c'est à Jacobi et à 
Âbel que nous devons la connaissance de la nature intime des 
fonctions elliptiques. Ces éminents géomètres ont eu l'idée 
d'étudier non plus les intégrales elliptiques, mais les fonctions 
inverses de ces intégrales, et ont été ainsi les véritables fonda- 
teurs de la théorie des fonctions elliptiques. On comprendra 
facilement l'importance du point de vue auquel se plaçaient 
Abel et Jacobi, si l'on réfléchit que les intégrales des fonctions 

de X et de sjax^ -\- bx -^ c donnent naissance aux fonctions 
circulaires inverses de celles que l'on considère en Trigono- 
métrie, et qui sont bien plus importantes. 

Il serait injuste de ne pas mentionner ici Cauchy et Puiseux, 
le premier pour nous avoir révélé l'origine des périodes, et le 
second pour nous avoir fait connaître la manière dont se per- 
mutent les racines des équations algébriques les plus générales 
et les diverses valeurs que peuvent prendre leurs intégrales. 
Il serait également injuste de ne pas mentionner les admi- 
rables travaux de MM. Hermite, Liouville, Weierstrass, etc., 
qui ont éclairé d'une lumière si vive une théorie restée 
peut-être un peu obscure dans les Œuvres d'Abel et de 
Jacobi. 

(Voir, Bulletin des Se, math., 2* série, l. III, dé- 
cembre 1879, p. 489, un résumé historique de la Théorie 
des Fonctions elliptiques, par Kœnigsberger.) 

IL — Réduction des intégrales elliptiques à des types simples. 

Soit F (a;, y/Xj une fonction rationnelle de x et du radical 
y/X; on peut mettre F sous la forme 

A, B, C, D désignant des polynômes entiers en a;; si alors on 
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multiplie haut et bas par C — D y^X, on a 

P-^Qy/X 
G* — D« X ' 

P, Q désignant de nouvelles fonctions entières; F se décom- 
pose alors en deux parties, l'une rationnelle que Ton sait 
intégrer, et l'autre de la forme 

H désignant une fonction rationnelle, ou ~=i G désignant 

une nouvelle fonction rationnelle. 

Nous n'aurons donc besoin que d'étudier les intégrales 
elliptiques de la forme 

J 7?' 

Et d'ailleurs rien ne suppose jusqu'à présent que le poly- 
nôme X soit du troisième ou du quatrième degré, de sorte 
que la réduction que nous venons de faire s'appliquerait 
eDcoreaux intégrales dites ultra-elliptiques, dans lesquelles 
X est d'un degré supérieur à quatre. 

III. — Problème de la transformation. 

Jacobi a donné le nom de problème de la transforma- 
tion au suivant : 

Etant donnée une expression de la forme 

dx 

oii X désigne un polynôme entier du quatrième degré en 
^j la changer en une autre de la forme 

dy 

A' 



i 
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Y désignant un polynôme entier du quatrième degré en y, 
au moyen d'un changement de variable de la /orme 

U 
x= -, 

V et\ désignant des polynômes entiers en y que l'on peut 
supposer premiers entre eux. 

Pour résoudre cette question, supposons 

nous aurons 

dx (\}'W — y'\})dy 



/X /(U - aV)( u - pV)(U — yV)(II — ûV") 

Pour que le second membre de cette formule soit de la forme 

~=9 il est nécessaire que le polynôme placé sous le radical 

/Y 

soit le produit d'un carré par un polynôme du quatrième degré 
en y) mais cela ne suffit pas, il faut encore que le carré en 
question soit égal, à un facteur constant près, à U'V — V'L. 
Soit p le degré des polynômes U, V ; le polynôme 

P = (U — aV)(U — PV)(U - yV)(U — 8V) 

sera du degré ^p\ le carré dont nous avons parlé est alors de 
degré 4/> — 4 î sa racine est de degré 2/> 7- a ; c'est précisé- 
ment le degré de U'V — VU, si l'on observe que le degré de 
ce polynôme, en apparence 2/? — i , est en réalité 7.p — a, les 
termes en ip — i se détruisant mutuellement. 

Je dis maintenant qu'il suffit que le polynôme P se décom- 
pose en un polynôme du quatrième degré et en un carré, pour 
que la racine de ce carré divise U'V — VU et, par suite, soit 
égale, à un facteur constant près, à U'V — VU, en sorte que, 
pour que la transformation soit possible, il suffit que P soit 
le produit d'un carré par un polynôme du quatrième degré. 

Si P est divisible par un carré, il sera le produit de facteurs 
doubles, provenant d'un même binôme U — a V, U — p V, . . . ; 



r 
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en effet, U — aV et U — ^ V ne sauraient avoir un facteur 
commun, sans quoi ce facteur diviserait leur différence 
(a — P)V et, par suite, V et U, qui par hypothèse sont pre- 
miers entre eux; mais, si U — aV, par exemple, admet 
un facteur double, ce facteur appartiendra à U' — aV 
ou à U'(U — aV)— U(U'— aV), c'est-à-dire à son égal 
— a(U'V — VU): donc la racine du carré en question sera 
précisément U'V — VU, et il est facile de voir que notre 
raisonnement s'applique au cas où U et V seraient, l'un de 
degré />, l'autre de degré p — i , parce que U'V — VU serait 
encore de degré %p — 2. 

IV. — Transformation dn premier degré. 

Le degré de la transformation est le degré le plu^ élevé 
des polynômes U, V qui entrent dans l'expression de x en y. 
Dans la transformation du premier degré, on a 

a-\-by 
'^- a'^b'y 

si l'on applique cette transformation à la différentielle 

dx 



U) 



elle devient 

{ha!~~ah')dy 
V^A [(6 — (ih')y -\-a — aa' \ [(6 — pb')y -+- a — pa'J . . / 

la transformation du premier degré réussit donc toujours, et 
cela d'une infinité de manières; on peut alors profiter de 
l'indétermination de a, 6, a', 6', pour faire disparaître un 
certain nombre de termes dans le polynôme Y qui figure 
sous le radical du polynôme transformé. On fera disparaître 
les termes de degré impair, en posant, par exemple, 

(6--a6')(a— Pa')-4-(a — aa')(è— p6')=o, 



»;■?»' 1 -^ ','•■■ 
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a b 



dans ces formules il n'entre que les rapports — ?> ^; nous pou- 
vons alors supposer a'= i , è'= i , et l'on a 



_ a-\-by 

se — ^— — — — 



et les quantités a, b seront données par les formules 



(^,_a)(a— P)-+-(a-a)(A-p) = o, 
(* — Y)(a-o)H-(a-Y)(* — 8) =0 



OU bien 



lab — (a-i-p;(a-+-6)-+-2ap = o, 
aaô — (y -H 8)(a -r- 6) -h ayô = o; 



on en conclut 



ab = 



a-4-p — Y — â 



a(a?-Y8) 
«-♦-6= — ^-^ ^—^ 

a -r- p — Y ~~ ^ 



a et b sont donc racines d'une équation du second degpré 
facile à résoudre. 



Remarque I. — Sia-h^ = YH-5^ a5, notre méthode 
tombe en défaut; mais alors la transformation devient inutile, 
si son but est de faire disparaître les termes en j^ et^'. En 
eiTety on a alors 



— ix* — 1SX-+- aP)( j?* — a*a7-4- y8) 
= [( j? — 5)» -f- a? — 5«] [(x — sy -+- y8 



-*'], 



et, en prenant se — 5=^ou^=y4-5, ona une transforma- 
tion très simple permettant de ramener la différentielle (1) à 
la forme voulue. 

Remarque II. — Supposons a, p, y, 8 réels ou imagi- 
naires conjuguées deux à deux; il est facile de voir que la 
transformation que nous avons faite conduit à des valeurs 
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réelles de a et 6. En effet, pour que l'équation qui donne ces 
quantités ait ses racines réelles, il faut et il suffit que 

car a6 et a •+• 6 sont évidemment réels, rien n'empêchant de 
conjuguer a avec P et y avec 8. Si l'on développe cette for- 
mule, on trouve 

I** Supposons a, p, y, 5 réels; on peut supposer 

a > ? > Y > ô. 

et cette formule se trouve satisfaite. 

2® Supposons a et P conjugués, y et 8 réels, a — Y ^^ P — T 
seront conjugués ainsi que a — 8, et p — 8; le produit 

(a-Y)(a-S)(P-Y)(P -«) 

sera donc positif. 

3® Si a et P sont conjugués, ainsi que y et 8, a — y et p — S 
seront conjugués, ainsi que a — 8 et P — y, et le produit con- 
sidéré sera positif. 

Donc y on peut toujours, au moyen d'une transforma- 
tien réelle du premier degré, faire disparaître de la dif- 

férentielle -pz où X est un polynôme à coefficients réels 

du quatrième degré, les termes du degré impair; du reste y 
X prend la forme A(i H- my^){\ -+- ny^)', A, m, n dési- 
gnant des quantités réelles, 

V. — Transformatioii du second degré. 

Si les polynômes que nous avons appelés U et V sont du 
second degré, pour que la transformation réussisse, chacun 
des facteurs 

U-aV, U-?V, U-yV, U — ôV 
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étant du second degré, il faut que deux d'entre eux soient des 
carrés parfaits ; nous poserons alors 

U — aV= £(a -hby)^, 

e et e' désignant -f- i ou — i , d'où l'on tire facilement :^ • 
Quant à l'expression 

\dl] -\]d\ 



/(U-aVKU-^V) 

on la calcule aisément en observant que le numérateur peut 
s'écrire 

' [(U — aV)rf(U — ?V)-(U-?V)6?(U-aV)], 



?-a 



et que l'on peut supposer^ = o, vu que l'expression en ques- 
tion est de la forme dy x const. On trouve ainsi 

dx ^ 7. /Ë£'( «^' — ^«' ) dy I 



v/X i^-?) /a(U— 7V)(U-8V) 

L'indétermination des polynômes U et V permettra de 
simplifier le polynôme Y placé sous le radical. Mais nous 
n'avons pas l'intention de pousser plus avant l'étude des trans- 
formations des divers degrés : ce que nous avons dit suffit 
pour l'objet que nous avons en vue; lorsque nous aurons dans 
la suite besoin d'effectuer une transformation, nous met- 
trons simplement à profit les remarques faites par Jacobi. 



VI. — Applications du problème de la transformation 
à la réduction des intégrales elliptiques. 

Nous avons vu que les intégrales elliptiques se rame< 

naient à la forme 

/Gdx 
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OÙ O désignait une fonction rationnelle de 2; et X un poly- 
nôme du troisième et du quatrième degré. 

Si X est du quatrième degré, une transformation du pre- 
mier ordre ou du second ordre ramènera, comme on Ta vu, 

—^ à la forme-:-? Y désignant un polynôme du quatrième 
v^X v/Y 

degré ne contenant pas de puissances impaires de y. Nous 
avons même vu que, si X avait des coefficients réels, Y avait 
des coefficients réels également. 

Si X est du troisième degré, on peut ramener -- à la même 
forme ; en eflet, on peut poser 

dx dx 



/X v^A( or — a)^a:-- P)(j: — Y) 



prenant x — a = >3, on a 

dx dz 



/X v/A4î(;:-+-a— Ji)(-c-4-a — Y) 

et, en faisant z = j^-, 

dx 2 dv 



Le polynôme placé sous le nouveau radical est bien bicarré 
et de plus réel si a est réel et p, y réels, ou conjugués. 

Xoute intégrale elliptique se ramène donc à des intégrales 
de la forme 

Qfdx 



f 



/x 



où X est un polynôme du quatrième degré ne contenant pas 
de puissances impaires de x. On peut toujours supposer que 
G ne contient pas de puissances impaires de x non plus, car 

on a 

^ A-hBa? 
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A, B, C, D désignant des polynômes ne contenant pas de 
puissances impaires de x; on a, par suite, 

G se décomposera donc en deux termes de la forme P et Qx, 
P et Q désignant des fonctions rationnelles de x^ : ainsi 

Qxdx 



/ Gdx _ r Pdx r Qxd 



Or l'intégrale / ■ se calculera par les procédés ordinaires 

du Calcul intégral en prenant x^ pour variable, et le calcul 
d'une intégrale elliptique se trouve ramené à celui d'une inté- 
grale de la forme 

Fdx 



/ 



où P désigne une fonction rationnelle de x^y et X une fonc- 
tion entière du second degré de x^. Dans cette intégrale nous 

supposerons 

X = aa?* -+- bx^ -h c. 

Elle peut, en décomposant l'expression rationnelle P en 
éléments simples, se ramener à une somme d'autres de la 
forme 

rx^f*^dx r dx 

J /X J (a7'-f.a)'«/^' 

où A, m, a sont des constantes, dont la seconde m est néces- 
sairement un entier. Or je dis que, dans la première intégrale, 
on peut toujours supposer /n = 2 ou o ; en effet, on a 

d{x^P-^^ ^ax'^-hàx'^-h c) 

= (2/? -h i^x'^P sjax^-^- bx^ -\-c-\- rc'P+ï —====== dx 

L ^ax^ -^ 6 J?* -h c J 
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OU 

= -=^=^== X [a7*i»+*(a/> H- 3)a -h x^P+*(%p -h 2)6 H- x*P(ikp -i- i)c] ; 
yaar* -+- fea:* -1- c 

en intégrant, il vient 

v/X " (2/>-+-3)a "^ J a/>-+-3 â /x 



J 2p-h^ a X 
formule qui permet d'exprimer successivement 



a?* dx r x^ dx 



/x^dx r 
w J 



en fonction de 

/dx Cx^ dx 

l'intégrale 

/ dx 



se ramène aux intégrales précédentes et à 



/ " 



(a?«-f-a)v/x' 



an moyen de la formule 



rf[iF(ar«-+-(z)Pv/x] 

laquelle est de la forme 

/X 
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A, B, C désignant des constantes; cette formule intégrée 
donne le moyen de calculer 



/ 



dx 



(d:2-f-a)'«/X 



/dx f* x^ dx /* dx 
,=:> de / — —- et de / -=■ Au 
(a'« + a)/X J y/\ J y/\ 

surplus 

dx 

est la dérivée d'ordre m — i relative à a de 

(_>l)m-l /• dx 

7Tâ73...(/n — i)J j^^M-a)/x" 



VII. — Forme définitive des intégrales elliptiques. 

Les intégrales elliptiques sont, d'après ce que nous avons 
vu, réductibles à trois types 

rdx rx^dx r dx 

J ^' J "7^' J (x^-^oi)^\ 

où X désigne un polynôme du quatrième degré ne contenant 
pas de puissances impaires de Xy ou de la forme 

A(i — /nj?')(i -T- nar'), 

A, m, n désignant des quantités constantes (réelles, si le po- 
lynôme primitif du quatrième degré a des coefficients réels). 
Si nous nous plaçons dans le cas général, A, m, n seront 
quelconques et, en posant mx^ = — 5^, on aura 

dx — dz : \/m 



k désignant une quantité quelconque réelle ou imaginaire. 
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Les trois intégrales (i) peuvent donc être ramenéçs aux formes 

/dx r x^dx 



/ 



dx 



- - i 



(a:* -h a) /(i— "a7«)(i — k>x^) 



ces trois intégrales portent le nom dUntégrales de pre^ 
mièrcy de deuxième et de troisième espèce; k est ce que 
l*on appelle le module, Legendre pose 



x = smcp; 



alors Jes intégrales précédentes prennent les formes suivantes, 
auxquelles nous mettrons des limites. 



J/»T clo r^ sin^cp 



iS 



r ' - "•" T ./or- - s»n^? 



>? rfcp 



r 

j (sin*<f> H- a) /i — /.-^siii^cp 
Legendre remplaçait la seconde intégrale par 









qui n'en diffère que par une intégrale de première espèce. 
Sous cette dernière forme, l'intégrale de seconde espèce re- 
présente Tare d'une ellipse dont les équations sont 

X = yj\ — Â:*cos<p, 
^ = sinçp, 

d'où est venu le nom àUntégrales elliptiques, donné aux 
expressions que nous étudions. Quant à la troisième inté- 
grale, il la considérait surtout sous la forme 

Jr^ do 

^ (i-h /i*sin«çp) v/i — A:*sîn*«p 

La quantité <p est \ amplitude et n est le paramètre. Pour 



., . , 



►».*-••'»■»■ 



■f r 



,%. 



Â * 
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abréger récriture, Legendre désignait le radical y/i — Ar^sin^o 
par A(p ; on a alors 

do 
X = sin am ' 






En appelant u l'intégrale de première espèce, Jacobi fait 
usage des notations suivantes 

y/i-— jF» = cosamw, y^i — Â:'ar* = Aamit; 
nous ferons usage des notations plus simples de Gudermann 

â; = siiu, yj \ — ar* = cna, y^i — k>x'^ = dnz£. 

VIII. — Rédaction da modale aa-dessoas de l'anité. 

Lorsque les intégrales elliptiques de première, de seconde 
ou de troisième espèce proviennent de la réduction d'une 
intégrale de la forme 

f^{x, y/T)dx, 

dans laquelle X désigne un polynôme à coefficients réels, on 
peut toujours supposer le module A* réel et inférieur à l'unité. 
En effet, par la transformation du premier degré, nous avons 

vu que la différentielle -7= se ramenait à la forme 

dx 

(ij - = duy 

v/A(i h- mx^){i-^ nx^) 

A, m, n désignant des quantités réelles {voir la Remarque II, 
p. 1 66); maintenant, pour ramener cette différentielle à la forme 
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OÙ M désigne une constante, effectuons la transformation 
irrationnelle 

nous aurons 
^u= (ba'—ab')ydy 



^A{a' -{-by^X^-{-b}rt)[(^a' -^ ma)-^y^{b' -^mb)\[{a' -i-na)-hy^{b' -h nù)\ 

Pour que rfa affecte alors la forme (2), il suffit que Tun des 
facteurs placés sous le radical devienne égal à jk^, et qu'un 
autre facteur se réduise à une constante ; les facteurs restants 
devront affecter la forme 1 — ^*, i — f^^y^j en les divisant au 
besoin par des facteurs constants. 

On devra donc avoir l'une des égalités 

a', a, a' -4- /na, a! -\r na =0, 

avec l'une quelconque des suivantes qui ne soit pas de même 

rang 

b'j b, b'-r-mbf b'-{-nb=:o, 

ce qui constitue douze combinaisons. 

Toutefois, comme on ne doit pas avoir ba' — aV =. o, ou 

—, == ^> on ne devra pas prendre à la fois 6 = 0, è' = o, ni 

^ =0 avec <2' = o, ce qui réduit le nombre de nos combinai- 
sons à dix. 

pREMiÈEE' COMBINAISON i a' = o, 6 = o. — Lc radical qui 
entre dans la formule (3) prend la forme 

y /a b' a [ ma -t- b'y^\ [ na -H b' y'^\ 

ou bien, faisant abstraction du facteur^ qui détruit celui qui 
entre au numérateur de rfw. 



\ mna \ ma / \ na'' J 
Pour que cette expression affecte la forme 
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à un facteur constant près, k étant moindre que uriy il faut que 
(4) Xb'mnay> o 

et que 

— = — I, -— = — Xrs. 
ma na 

Ces deux dernières conditions seront remplies si l'on prend 

— = — met— = — k^n: on devra donc avoir m=k^ni 
a a ^ 

cette condition sera satisfaite si m et /i sont de mêmes signes, 

car on peut toujours supposer /i > m en valeur absolue. 

, . b' 
Si l'on suppose m et n positifs, — ou b^a sera négatif; la 

formule (4) exige alors que A soit négatif. Si m et n sont 

négatifs, — et b'a sont positifs, A doit donc être positif; donc : 

Si A>>o, m<ZOj /i<o, la transformation à employer 
sera 

Si A <[ o, m > o, /i >► o, il faudra prendre encore 

x^ = . : 

cette transformation réussit, mais elle est imaginaire ; nous la 
rejetterons pour ce motîf. 

En discutant d'une façon analogue chacune des neuf autres 
combinaisons qui peuvent se présenter, on arrive à cette 
conclusion : 

Pour ramener la différentielle (i) à la forme (2), où A* < 1 : 

i** Si A > o, m ^ o, /i > o, posez 

m(i— ^») 

2® Si A > o, m < o, 77 > o, posez 

m 
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3** Si A >• o, /n < o, w <; o, posez 



m 



4'* Si A <; o, m <[ o, n <[ o, posez 



mn 



5** Si A <^ o, m < G, n ]> G, posez 



ar« = 



m{\—y^) 



ô** Si A < o, m >- o, 71 >• G, aucune transformation réelle 
ne peut évidemment réussir. 

Bien que l'on puisse réduire le module à être moindre que 
Funité, il ne sera pas nécessaire dans la pratique d'effectuer 
cette réduction, ainsi qu'on le verra dans la suite. On pourra 
même faire usage de modules imaginaires. 

IX. — Transformation de Landen. 
Proposons-nous de transformer l'expression 

( I ) , : 

ou une autre de la forme 

mdy 

A cet effet, effectuons une transformation du second degré 
j:.= v,; pour que cette transformation réussisse, il faut que 
l'on ait identiquement 

(V -- U)(V -+- U)(V - Â:U)(V -^kV) = T«(i - 7*)(i - XrV*), 
L. — Traité d*Analysey IV. la 
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et l'on peut essayer d'y satisfaire en posant 

,3. - , V^-U=a'(i-^^)(i-hA:», 

^ ^ ^ y - kV = z(a -i- by)\ 

V-+-Â:U = e'(a'-+-6»«, 

e et e' étant égaux à ±: i ; si l'on prend a = a', les deux pre- 
mières formules donneront 

V = a -+- A'a^*, 

les deux dernières formules (3) donnent alors 

a f I ^ ky^ - k{i + k')y] = e(a + byy, 
a[i -+- A:>> -+- k{i -+- A:')^] = 6'(a'-+- 6»», 

si l'on prend 

(4) k^ii-^ky = ik\ 

Les premiers membres de ces formules seront des carrés par- 
faits, et la substitution 



X = 



I + A>« 



transformera la difTérentielle (i) en (2); d'ailleurs de (4) on 
tire 

en effectuant la transformation, on a 

dx dy(i-^k^) 



En résumé, si l'on pose 
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on aura 

dx _ dy{i-\-k!) 

\/(i — a?«)(i — /:»a;») a v/(i —y^){i — k'^y^) 

Oa peut donner une autre forme à ce théorème et dire 
c[uey si l'on pose 

(1-4- A:')siinV 

sinç = , /. ^ , ? 

^ i-4-A:sin«^ 

on aura 

c?ç> d^(\-\-k') 

• -■ ■■■■»■■■ ■ » ^^ ■ I ■ ■ • 

V^i — A:*sin'<p 2 /i — X:'* siii'<|^ 
(Landen, Philosophical Transactions, 1770.) 

X. — Interprétation géométrique. 

Jacobi a donné une démonstration géométrique du résultat 
précédent {Math, Werke). 

Considérons un cercle de rayon R {Jig- 6); soient AB un 

Fig. 6. 




diamètre, C un point pris sur ce diamètre, O le centre* Soit 
OC = a, prenons un point M sur le cercle ; soient MCA = A, 
MBA = (p ses coordonnées angulaires; en déplaçant ce point 
infiniment peu et en l'amenant en M^, on a 

MM.' a R ^© 

MM'=aRrf«p et 



^^^ v/a« -H R* -4- aaR cosatp 
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D'un autre côté, 

MM' _ sinM^CM d^ 



MG sinCM'M cosGMO 

d^ d^ 



v/i — sin«GMO , / «* . , , 

en égalant les deux valeurs de -^^ , on a 

a R ûTcp d^ 



v/(a-f-H)* — 4aRsinï<p / a«sin»<}; 

et, si Ton pose 



4«B ^;ts -^: = ;t'«, 



(a-HK)« ' R* 

on aura 



(2) * = 



sin*<p 



i-h^' 

Enfin le triangle COM donnera 

sin(2o — ^) a 
sin^y R 

ce qui fera connaître ç en fonction de <ji, ou vice versa. 
On donne quelquefois une autre forme à ces formules. On 

pose k'= tang^-; la formule (2) devient alors 



2 



de même, 



e 

2 tang- 

k = j- = sinO; 

H-tang«- 



2 9. e 

— : -n = = 2 cos'- ; 

I -h tanff*-6 

° 2 
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de sorte que (i) donne 

2 COS'- 






A 

Si tangO < I, tang^- sera beaucoup plus petit que sinO. La 

transformation de Landen permet donc de remplacer une 
intégrale elliptique par une autre de module plus petit; cette 
dernière sera plus facile à calculer par les séries. D'ailleurs, 
en appliquant plusieurs fois de suite la transformation de 
Landen, on a 

JÇ^ d^ I /•?» d^x 

^ v/i — siQ«esiii«<p acos«-*A) /i — sin»eisin«©i 

a» cos> - cos* ^ Jq y/i — sin*6,sin«<pi 



Du reste, 

sinO] = tang- 0, sin6j = tang- ôj, ..., 

de sorte que, On étant suffisamment petit, on pourra prendre 



f 



= o. 



et Ton aura à peu près 

dff On 






y/i-k^sin^^ 2«cos2-cos«^ ...cos«^' 



'2 



mais, au lieu de faire plusieurs transformations successives* 
il vaudra souvent mieux faire usage de la formule 



' -7====== = I 6?o(i — A:»sin«©) «; 



■'*,T' •' • .*■" " * 



M^' 
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si l'on développe la quantité qui multiplie ^cp par la formule 
du binôme, on a 






ou 



1.3 A:*/ sin49 . \ 



XI. — Sur la moyenne arithmético-gôométrique. 

Soient m et n deux quantités positives arbitraires ; posons 

nt -h n i 



nti -4- /Il 



//ij = > /if = V //Il /11, 



/«5 quantités /W|, /Wj, /ns, . . . tendent vers une certaine 
limite; les quantités /i|, «2, n^j . . . tendent vers la même 
limite que l'on appelle la moyenne arithmético-géomé- 
trique des nombres m et n. 

D'abord les nombres m^ et ni sont compris entre m et n, 
7^2 et 712 sont compris entre m^ et /z^ • • • • Ainsi, en se rap- 
pelant que la moyenne arithmétique de deux quantités est 
plus grande que leur moyenne géométrique, on voit que /7i| , 
7^2, mzj • • • sont des nombres qui vont en décroissant sans 
devenir inférieurs à n^ ; ces nombres ont donc une limite [x. 
Les nombres ^i, 712, /I3, . . • ont de même une limite v. Je 
dis que [x =. v ; en effet, on a 

ntp -4- n,p / 

nip^i = —^ 9 /ip4-i = yntprip; 
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on en conclut 



ou 



i / — / X ^Ks^p—s^p) / / — / X 

ou 

les différences sfnip — sji^p vont donc en décroissant plus ra- 
pidement que les termes d'une progression géométrique de 

raison égale à ^, donc sjnip et sjrip ou nip et rip ont même 
limite : ainsi [x = v. 

On peut déduire la valeur de [x des formules de transfor- 
mation de Landen. Nous avons trouvé 



X /i — >t'»sin«i|; ~ >-^^Vo /r— A:« sin» 

2V/F 



sin(a(p — ^) 



sin^ 



= >f. 



Si Ton fait ^ = 2tz, la dernière formule montre que ^ = 27t; 
nous aurons alors, pour ^ = 21c, 



.«1Ï ^.1. _ y»ÎW 



2/P 



r"^ d^ ^ 2 r''^ rf? 

J^ v/cos* «J; H- ( I — A:'*) sin* ^ '"^^'•/q /cos* <p H- (i — k^) sin» 



i-hA:' 
Maintenant posons 













l84 CHAPITRE VI. 

ces formules deviendront 




27C 



mirfd» 



2 



v/mi cos*<j^ -f- /i| sin*i|; 



»/-^ 



"îi 



21C 



m do 



y/m* cos*<p -4- n* siii*o 



Or, en supposant 






m -^ n / — 



l'égalité k= — ^, est satisfaite, et Ton a 



1 J^ 



^4/ 



^m'f cos*<j; 



^isin^ij:» J^ 



îir 



d^ 



)j m?' cos'cp -H /i' sin*cp 



On a donc, par un calcul de proche en proche, 



Jq //n* cos« cp 4- n * sin* (p J^ /m« 



^(p 



cos'çp H- rt^sin'ç 



et à la limite, en remplaçant nip et n^ par [jl, 



ou enfin 






û^çp 



<p H- /i'sin*çp 



M 



2 7r 



d(D 



^m^ cos* (p -+- /i* sin* cp 



d'où l'on tire la valeur de la moyenne [x arithmético-géomé 
trique, exprimée au moyen d'une intégrale elliptique. 
Cette solution a été donnée par Gauss. 
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THÉORIE DES FONCTIONS ELUPTIQUES. 



\ — "- :=:• 

Proposons-nous d'étudier les diverses valeurs que peut 
prendre l'intégrale suivante où G, a, ^, y, S sont indépen- 
dants de z, 

quand on fait varier z en lui faisant suivre différents chemins. 

Tous les chemins qui mènent de o enz peuvent se ramener 
au chemin rectiligne qui va de o en z (nous supposons que 
ce chemin ne rencontre aucun des points a, ^, y, o^ que Ton 
peut toujours éviter en décrivant un petit circuit autour de 
lui), précédé de un ou plusieurs lacets relatifs aux points 
critiques a, P, y, 8 (p. i34). 

Soit i la valeur de l'intégrale u prise le long du contour 
rectiligne Oz, le radical étant pris alors avec une valeur bien 
déterminée, une fois pour toutes, que nous désignerons par 

-i- ^apyù, pour z = o. Soient A, B, C, D les valeurs de la 
même intégrale u prise le long des lacets dont la partie recti- 
ligne va de O en a, de O en p, de O en y, de O en 8. Le radical 
étant toujours pris avec la valeur initiale que nous avons 

appelée 4- V^PyS : 

1^ Les chemins allant de O en z et pouvant se ramener au 
chemin rectiligne ont pour valeur i; 
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2° Les chemins se ramenant à un lacet suivi du chemin 
rectiligne Oz fournissent les valeurs A — i, B — i, C — «, 
D — i de l'intégrale. En effet, l'intégrale prise le long da 
lacet relatif au point a est par hypothèse A; mais, quand 
le point z a décrit un lacet, le radical reprend en O une 
valeur égale à sa valeur initiale changée de signe; l'intégrale 
rectiligne à évaluer est donc 

r* Gdz 

c'est-à-dire — t, et par suite l'intégrale obtenue en suivant 
un lacet (celui qui est relatif au point a), puis le chemin 
rectiligne O^, est A — i. c. q. f. d, 

L'intégrale prise le long d'un lacet ne dépend d'ailleurs pas 
du sens dans lequel est parcouru le lacet; en effet, l'intégrale u 
prise autour du cercle relatif au lacet est nulle, et l'intégrale A 
se réduit à 

z'* Gdz ^ r"^ Gdz 

On a placé le signe — devant le second radical, parce que, z 
tournant autour du point a, le radical revient au point de 
départ sur le cercle du lacet avec sa valeur primitive changée 
de signe; on a donc toujours 

^^^ r»^ Gdz 

""Vo sJ{z-aL){z-^){z-^){z-l) 

3^ Si le point z suit successivement plusieurs lacets. qui, 

parcourus isolément avec la valeur initiale -\- ya^Y^ ^^ radi- 
cal, donneraient les valeurs P, Q, R, S, . . . , V à l'intégrale m, 
puis le chemin rectiligne O^, l'intégrale m prend évidemment 
la valeur 

(i) P — Q-+-R~S ...±Vq=i, 

le signe -h ou le signe — étant placé devant i suivant que le 
nombre des lettres P, Q, . . . , V est pair ou impair. 
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Soit 

/ni(A — B)4-m,(A — G)-hmj(A — D) 

-+- mv(B — G) -h msCB — D) -+- /îi6( G — D) = H, 

/ni, 1712) • • -9 ^0 désignant des entiers positifs ou négatifs 
arbitraires; l'expression (i) est de Tune des formes 

(a)H-4-i, Hh-A— ï, H-+-B — t, H + G — i, H-hD— i; 

nous allons montrer qu'une partie de ces formes rentrent les 
unes dans les autres. 

D'abord les quantités B — C,B — D,G — D peuvent s'écrire 

(A — G)-(A-B), (A — D) — (A — B), (A — D) — (A— G) 

et l'expression H se réduit à la forme 

nii (Oi -4- m% to)j -f- m^ 0)3 = H, 
en posant 

coi = A — B, (Oj = A — G, toj = A — D. 

Or, si l'on prend l'intégrale u le long d'un cercle de rayon 
infini, on obtient un résultat nul; on doit obtenir le même 
résultat en parcourant successivement les lacets; donc 

A — B-+-C — D=o, 
ce qui peut s'écrire 

a>i -T- ci>j — (i>j = o ; 

ainsi o>j = wj — 0)4 : l'expression H se réduit donc à la forme 

Or on a 

A — B = (Oi ou B=A — o>i, 

A — G = (Oi ou G=A — (i>j, 

A — D = (i)j — (1)1 ou D = A — (i)j -h (Oi ; 

donc toutes les expressions précédentes (2) sont des deux 
formes 

ITÎf U)j -f- /Wj Ct)j •+- If 

/îii a>i -H /îij (i)j -i- A — i, 
/Tii et ma désignant des entiers arbitraires* 
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II. — Ëtude rapide de la fonction inverse. 



L'équation 






Gdz 



v/(^ — a)(5-p)(^-Y)(;î-8) 



permet à volonté de considérer u comme fonction de 5, ou 5 
comme fonction de u. Si Ton considère z comme fonction 
de M, je dis qu'à chaque valeur de u correspondra une et 
une seule valeur de s; c'est ce qui résulte de la théorie des 
équations différentielles (p. 127); z est défini par la condi- 
tion de s'annuler pour u -- o et de satisfaire à l'équation 

La fonction z ne pourrait cesser d'être monodrome qu'au- 
tour des points pour lesquels z = ùl, p, y, 8, 00. 

Supposons z voisin de. a; si l'on pose 5 = a H- Ç*, on a 

Quand ^ = a, on a Ç = o ; or, quand u varie de manière que 
z reste dans le voisinage du point a, ^ reste monodrome; il 
en est donc de même de la fonction z. Si z est très grand, 

posons 5 = -, l'équation différentielle qui définit z deviendra 

Quand z est très grand, Ç est très voisin de zéro ; par suite, 
s est fonction monodrome de u^ et il en est de même de z 
lorsque cette variable reste très grande. 

A chaque valeur de 5 correspondent une infinité de valeurs 
de Uy à savoir /w« o)| + ma toa -H m et /Wi (0| -f- /W2 wa 4- A — w, 
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mi j m^ désignant des nombres entiers tout à fait arbitraires. 
Si l'on fait alors z =f(^u), on aura 

/(mia)i-+-m2(i),-ha) =f{u), 

co, et a>2 sont ce que Ton appelle les périodes de la fonc- 
tion /(u). 

Si Ton mène dans le plan deux systèmes de droites parallèles 
à des distances (Oi et (O2 les unes des autres, on décomposera 
le plan en parallélogrammes de côtés o)| et (O2; ces parallélo- 
grammes seront dits parallélogrammes des périodes. De ce 
qui précède, il résulte que : 

I** Dans chaque parallélogramme des périodes, la fonc- 
tion z=/{u) ne passe que deuob fois par la même valeur; 
car, en négligeant les multiples des périodes y on a, pour 
une même valeur de z, deux, et seulement deux valeurs 
de w, à savoir uetA. — m ; 

a** Que la fonction f{ u) est partout monodrome et mono- 
gène; 

3** Puisque, pour chaque parallélogramme des périodes, 
elle passe deux fois par la même valeur, elle a dans chaque 
parallélogramme deux zéros, à savoir o et A; 

4** Elle a aussi dans chaque parallélogramme deux 
infinis. 

L'un d'eux est l'une des valeurs de l'intégrale 






— = a: 



l'autre est A — a. 

5** Onpeut vérifier que la fonction f{u) passe par toutes 
les valeurs deux fois, dans chaque parallélogramme des 
périodes. 

En effet, si l'on considère l'équation 

f{u)—a = o, 
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on obtiendra le nombre de ses racines diminué du nombre de 
ses infinis en calculant l'intégrale 






prise le long d'un parallélogramme des périodes; or cette 
intégrale est nulle; car ^ _ , étant comme /(«) double- 
ment périodique, prend des \aleurs égales le long des côtés 
opposés d'un parallélogramme des périodes. Deux côtés 
opposés étant parcourus en sens contraire fournissent donc V 
des éléments qui se détruisent : on a donc V = o ; donc le 
nombre des racines de /(a) — a = o est égal au nombre des 
infinis de /(m), c'est-à-dire égal à deux. c. q. f. d. 

Remarque. — La fonction z àe u définie par l'équation 






Gdx 



P)(^-Y)(^-§)(^~0 



où e est une nouvelle constante, n'est pas monodrome, comme 
on le verra plus tard; ce fait sépare nettement les intégrales 
elliptiques des autres intégrales abéliennes, telles que u^ ou 
d'une forme plus compliquée. 

III. — De la fonction sinamu on snu. 

La fonction snu:=z est définie par l'équation différen- 
tielle 

(I) ^ = ^(i-zi)(i~A:»^«), 

avec la condition z^=o pour w = o, ou par la formule 

dz 



__ r dz 
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Ses propriétés découlent de la théorie développée aux para- 
graphes précédents. Si Ton pose avec Jacobi 



(a) 



K= f" -=JL= 



(3) 






) 



ou encore, en faisant dans cette dernière formule k'^'=i — k^ 
eii — k^z^ = k'^t^, 



(4) 






Les intégrales prises le long des lacets relatifs aux points 
critiques seront données par le Tableau suii^ant : 



Le point + i fournira la valeur 

I » 

1 

k 

I 

X- 



2K, 
- 2K, 



2K-+-2KV-1, 

~ 2 K — 2 K' v^ — I ; 



en ce qui concerne les points critiques +1 et — i, cela est 

Fig. 7. 




évident. Pour calculer la valeur de l'intégrale relative au 
lacet du point t (Jig* 7)» on remarquera que le contour 
fermé qui se compose des lacets successifs du point v et du 






i:^.-- 



^f. 
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point I est équivalent au double lacet abc : ainsi, en n'écri- 
vant pas, pour abréger, la fonction à intégrer 



!_ I 



d'où 



f =aK-h2KV— '• 

/A 



2 

«-'0 

Donc : 

I® La fonction snu est monodrome et monogène, 

2** Elle a deux périodes distinctes 4 K e^ 2 R' \/ — 1 . 

3° ^/fe a rfewj; zéros dans chaque parallélogramme 

des périodes, à savoir o et iY^. 

4° Elle y a deux infinis; Vun d'eux a est donné par la 

formule 

^_ r* dz 

"~ l )/{r—z^){i — k*z^)' 



•-0 

où 

dz 

2a = I 

v/(i— 5*)(i — A-*^«) 



r 



On peut supposer que Tintégration s'effectue le long de la 
droite H'H passant en O et peu inclinée sur O^; on peut rem- 
placer cette droite par les deux lacets situés au-dessus d'elle 
et par une demi-circonférence de rayon infini ayant HH' pour 
diamètre, qui fournit une valeur nulle de l'intégrale ; on a 
donc 

2a r-- 2K -H 2KV^ -^ 2K = 4K -T- 2KV^, 
d'où _ 

a = 2K-i-KV— «. 
Les deux infinis sont alors 

2K^-KV^ et 2K-(2Kh-KV^) = — KV^ ou KV^. 
5° On a aussi par définition de K et K! 

snK= I, sn(K4-KV^)= y 
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6" On a 



sn(~w) = — snu, sn(2K— m) = snw. 

I 

7" Si, dans la formule 

dz 



^_ r dz 



on pose z= -p-y on trouve 

c'esl-à-dire 

a désignant un infini ; on en déduit 

dy 



Il = OL 



/j ay 
I -" 



ou 

±1 =bi 
sn(a— ?«)= ih V = ,— = -j : 



si l'on fait 4 = — R'y/ — i , par exemple, on a 



sn (K' J— \-\-u) — ±i -, : 



il faut adopter le signe +, parce que, pour w = K, on a 



donc 



sn(K-4-KV--i)= ^:» 



sn(±KV— '-Hw)=^ ,- 

A' sn M 



lY. — Sur les fonctions cnu et dni^. 



On pose en u = }Ji — sn* u ; mais cette définition est insuf- 
fisante, tant que Ton ne précise pas la valeur du radical qu'il 
L. — Traité d'Analyse, IV. i3 



!^ * 
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faut adopter; si l'on suppose que Ton prenne cno= + i, 
cnu sera bien déterminé dans toute portion du plan ne con- 
tenant pas de point u, tel quesni^ = i ousni^ = oo. Sisni/ 
devient égal à i , on peut poser m = K -[- a', et l'on a 

sn(K-HM') = sn(2K — K — tt')=sn(K— a'); 

la fonction sn(K + 11') est paire et peut se développer sous 
la forme i -f- Az/'^ 4- • . . . On a alors 



pour sna=i, tt'=o, cnu reste monodrome par rapport 
à u' et, par suite, par rapport à u. 

Si snw = 00, on peut supposer, par exemple, u = K'y/ — i ; 

faisant alors en w = - > sn m = — > on trouve 

if w 

w 

V = 



y/w^ — 



On voit que v est fonction monodrome de u quand çv = o, 
donc en 1/ est fonction monodrome de u quandsna = oo. 
Nous arriverons aux mêmes conclusions par une autre voie. 
Nous poserons aussi 

et l'on verra, comme on Ta fait pour la fonction cnc/, que 
dnw est monodrome, même lorsque snw=T;en posant 

u = R',y' — I -f- m', alors 

/sn* u' — I 






sna 



daii est monodrome par rapport à 1/ quand u! est très petit, 
et par suite, par rapport à u. Donc, etc. c. q. f. d. 

Reprenons la formule 
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OÙ z = snUf ^i — >3=* = cnu, y/i — k'Z^= dnu. Soit Uq Isl 
valeur de l'intégrale quand z suit le chemin rectiligne Oc. 
1° Si Ton suit le lacet -f- i et le chemin rectiligne, on aura 

u = aK — Uq; 



cnu = ^i — >3^ revient en z avec la valeur primitive changée 

de signe, dnw = ^i — k'^z^ revient avec sa valeur primitive : 

donc 

Isn(aK — Mo) = snuo, 
cn(îK — Uo) = — en Uq, 
dn(2K — Uq) = dnuQ. 

2** Si Ton suit le lacet + x' ^ prend la valeur 



2K-+- 2K'\/--I — Uo, 



cna = ^1 — z'^ reprend sa valeur initiale à l'origine, mais 
dnw = v/i — f^'^^'^ change de signe, et Ton a 

/ sn (aK -+- aK'/— - » — ^o) = snuo, 
(a) < en (aK-f- aK'/— I — Mo) = cnMo» 

( dn(2KH-2KV— * — Mo) = — dnzig* 

3** Suivant deux lacets — i et + i ? puis le chemin recti- 
ligne, u prend la valeur 4K.-}- £/, t^na et dnu reviennent en 
dernier lieu à l'origine avec leurs signes primitifs, et l'on a 

1 sn(4K-f- Mo) = snwo, 
(3) « en(4K-f- Mo) = enwoi 

( dn(4K -i- Mo)= dnMo» 

4** Suivant deux lacets — J-^^ '^ T^^ ^^ chemin rectiligne, 
on est conduit aux formules 

sn (4 K -4- 4 K'v/— * -+- "o) = sn «0» 



v^' 



:t 






t, ' 



I 
M' 



Ri- 



m; 
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OU, en vertu des formules précédentes, 

( sn (4 K'/ — I -+- Mo) = sn Uo, 
<j en (4 K'/^ — Mo) — en Mo» 



(4) 



( 



[ dn(4KV— I -^140) = dnao- 



5® En suivant les lacets i et ^ et le chemin rectiligne, on 

trouve 

I sn (2KV — » -+- "0) = sn«o» 

(5) ^ en (aKV— « -^ "o) = — en «o, 

\ dn(2K'v/ — I -H Wo) = — dn Uq. 
D^ailleurs on a 

sn( — u) = — snw, en — u = cnu, dn — m — dni*; 

car, quand z se change en — 5, w se change en — w, etc., 
on conclut de ( 3 ) que 4 K^ est une période des trois fonctions ; 
mais, en changeant dans la formule (i) Uq en — Uq et en 
observant que dni^o = dn( — w©)) on a 

dn(2K -^ Mo)= dnwoî 

ainsi 2K est une période plus simple de dnc^. 

En vertu de (4), 4I^V — * ^^^ ^^^ période des trois fonc- 
tions, mais 2K'y/ — i est déjà une période de sn?/, et, si l'on 

change Uq en — Uq dans (3), on voit que 2K + aK'y' — 1 est 
une période de cnii. 

6° En résumé, 4Ket 4K.'^ — i sont des périodes communes 
aux trois fonctions; mais elles ont individuellement des 
périodes plus simples : 



sn u a pour périodes 4 K et 2K'/ — 1, 
cnu » 4K et aK -t- aKV— '1 

dna » 2K et 4ï^V-- '• 

7° Les infinis de sni/, cnu^ dnu sont évidemment les 

mêmes, à savoir K! ^ — i et 2K -|- K'y — i . 

8® Les équations cnu = a, dnu = a ont évidemment 



^ 
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autant de solutions dans chaque parallélogramme des pé- 
riodes qu'elles possèdent d'infinis, c'est-à-dire deux; la dé- 
monstration de ce fait est identique à celle que l'on a faite à 
propos de l'équation snu = a; cnu et dnu en particulier 
ont deux zéros dans leurs parallélogrammes respectifs, cnu 
çst nul quand snu= i, donc les zéros de cnu sont K et, en 

vertu de (2), K -I- 2K'^ — i ou, en retranchant une période, 
— K. Pour trouver les zéros de dno:, on observe que 



sn 



(K-K'/^)=l; 



donc 



dn(K~KV— = ou dn(K-4-K'v/^) = o 



et 



dn(— K-+-KV-^i) = o ou dn— (Kh-K'/^) = o. 



Le Tableau suivant résume les principales propriétés des 
trois fonctions : 





snu. 


cnu. 


dnu. 


Périodes . 
Zéros .... 
Infinis . . . 


4K, aKV 1 
.0, 2K 

aK-f-KV I. 
KV-j 


4K, aK-+-aKV i 
K, — K 

Id. 


aK, 4KV-I 

Id. 



Dérivées de snu, cnu, dnu. 



De l'équation 



on tire 






x^) 



dx 
du 



= v/(i — a7«)u— ^*a7») 






K-* 



II 



t«' * 
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I 
OU I 

(i) sn'u = cnudnu. 

On a ensuite, en difTérentiant 

en w = \/i — sn*w, ' 

, snusn'ii snu , 

en u = , = en i* an 14 

v/i — sn»tt cna 

ou, finalement, 

(•2) en'a = — snctdnu; 

de même, en différentiant 

dn a = y/i — X:*sn'a, 
on a 

, , k^snusn'u ,. snM , 

an u = — = — a:' j — en u dn u 

/i — Â:«sn*a ai»" 

ou 

( 3 ) dn' a = — A:> sn u en u. 

Si Ton avait quelques doutes sur les signes des seconds 
membres des formules (i), (2), (3), on observerait que ces 
formules, ayant lieu pour de petites valeurs de m, sont géné- 
rales. 

Si l'on pose snw = /?, cnw = y, dnu = r, on voit que les 
formules (i), (2), (3), donnent 



dp __ 

du ~~ 

dq 

dr , 



du- *'•■ 



On a donc une solution des équations difTérentielles 
précédentes en prenant /> =: sn(M 4- c), y = cn(w-i-c), 
^ = dn(w + c); c et A: désignent alors des constantes. Cette 
remarque sera utilisée plus tard. 
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VI. — RésLdns des fonctions elliptiques. 



Le résidu de sna; pour x = K'y/ — i , par exemple, est la 
limite de 

(x — K'v/— i)sna? 



pour X = K'y/ — I , ou de 

esn(K'v/ — i -H e) 

pour £ = o, ou, en vertu d'une formule du para^aphe pré- 
cédent, de 

z 

OU de 

I 
/:cn&dn& • 

c'est-à-dire y 

K 

Les autres résidus se calculent d'une manière analogue 

quand on connaît cn(K'\/ — i -f- e), dn(K'\/ — i -j- e); nous 
apprendrons à les calculer plus loin. 



VIL — Remarque importante. 

Les zéros et les infinis de sn^, cn^, dn^; sont simples; 

en effet, on a trouvé 

sn'a? = cnrrdnrr. 

Si l'on fait x = o ou ^ = 2K, on voit que sn'a; reste fini; 
donc les zéros de sn^ sont simples; on verrait de même que 
ceux de cnor et dnj; sont simples aussi. 

Cette même formule montre que, si sn;r est infini, d'abord 

cna: = y^i — sn^o; et dnj; = y/i — A'^sn^o; sont infinis de 
même ordre; donc sn'j? et sn^^ sont infinis de même ordre. 
Supposons donc que snj; ait un infini d'ordre a, sn'j: aura 



IMff-i,.- 



^ 



i"* ■■ 
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cet infini à Tordre a -}- i et sn^^r de Tordre 2a; on doit donc 

avoir 

oL-hi — 1% ou a = i; 

ainsi sn^ ne peut avoir que des infinis simples; il en est évi- 
demment de même des deux, autres fonctions eux et dn:r. 



VIII. — Discnssion rapide des fonctions elliptiques. 

Il est naturel de chercher à discuter la fonction sne^ au 
moyen de la formule 



Jo /(ï — 



dx 



x^){i -k^x^) 



qui sert à la définir quand on y suppose k réel et moindre 
que I. t3n voit que u Ql x sont de mêmes signes, qu'ils 
varient dans le même sens, jusqu'à ce que x = ±\ : à partir 
de là, Il cesse d'être réel quand x croît; x^ c'est-à-dire sn w, 
varie donc entre les limites — i et -|- i quand 11 varie de 



r' dx ^ r' 



dx 



a?*)(i — A:«a?«) 



ces quantités seront désignées par — K et +K; il semble 
que u ne puisse pas prendre d'autres valeurs, mais c'est là 
une erreur analogue à celle dans laquelle on tomberait si Ton 
partait de la formule 



r^ dx 

iina7= I -7= 



dx 
arcsina7= 



pour définir le sinus, et ici il semblerait également que l'arc 

sinus dût varier entre et -h -> mais Tare sinus franchit 

2 2 

en réalité ces limites, parce que Ton admet que la dérivée 
peut être ± et que le passage de x par un, annulant 



r 
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le radical, lui permet de changer de signe. Si donc on veut 
retrouver la continuité dans l'arc sinus, il faut nécessaire- 
ment prendre le radical avec le double signe. Nous ferons de 
même dans la discussion de Tamplitude u, et nous admettrons 
alors que u continue de s'accroître, quand x décroît, le ra- 
dical changeant de signe; alors x ou snu va successivement 
repasser par la série de valeurs par lesquelles il était passé 
etl'on aura sn(K-f- w)= sn(K — u)-^ on a donc, en obser- 
vant que snw = sn( — a), 

sn(K-4- w) = — sn(M — K)=: sn(M — 3K) 

et, en faisant K -f- m = (^, 

snp = sn(p — 4K); 

et, par suite aussi, sn(^ = sn(^ -H 4K.) = sn(ç> -f- 4^^^), 
en désignant par m un entier quelconque; 4^. est donc une 
période de sux comme au est une période de sina:. \j2ifig. 8 



Fig. 8. 



(-1 



— dnx 




CQo; 



ci-contre représente assez bien la marche delà courbey=sn^ 
pour A: < I ; on y a joint les courbes y = cn^, y = dn^. 
Lamé appelait sn^ un pseudo-sinus, en a; un pseudo-cosinus 
et dna; un pseudo-rayon; cn^ a pour période 4K.7 mais dn^ 
a pour période 2K. La courbe r = cn^rne diffère dejK = sna? 
que par sa position, et l'on a cno: = sn(K — x). 



fr^^r^ V- 



-» 
r 

t 

r 



(«) 
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IX. — Éqnation d'Enler. 

L'équation suivante 

dx zh dv 



v/A -h B:r -+- Car» -+- Dar» -i- Ex^ ^A-^Bjr-h Cy^ H- D^» -4- E7* 

dans laquelle A, B, C, D, E désignent des constantes, s'intègre 
bien facilement au moyen des quadratures, et, pour obtenir 

cette intégrale, il suffit évidemment d'écrire le signe /en avant 

de chacun des deux membres. Mais il est bien remarquable 
que l'intégrale générale de cette équation, qui se présente 
naturellement sous une forme transcendante, peut se mettre 
sous la forme algébrique 

^ l /a -h Ba? -+- Car* -h Da?' -4- Ear^ _h /a H- Bj^ 4- G^* -h Dj' -+- E7* 

K désignant une constante arbitraire. Euler, à qui l'on doit 
cette découverte, est parvenu à ce résultat, dit-il, « quasi 
divinando » ; et, malgré les progrès de la Science, on n'a 
d'autres méthodes naturelles pour y parvenir que celles qui 
sont précisément basées sur la théorie des fonctions ellip- 
tiques, que le résultat trouvé par Euler a pour ainsi dire fait 
naître. 

Richelot et Cauchy ont essayé de donner des démonstra- 
tions directes de la formule (P), mais il est plus simple et plus 
naturel encore delà vérifier par la différentiation après l'avoir 
résolue par rapport à K. 

Lagrange a intégré l'équation d'Euler d'une façon assez 
élégante, comme on va le voir, en la ramenant d'abord, au 
moyen d'un changement de variable, à la forme 

dT dv 



puis, en posant 
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à la forme 

do M 

{\bis) ' - ^ 



En égalant ces rapports à dt, on a 

(2) "^ ^ /i — A:*sin*«p, -j- = /i — X:*sin*4'; 

si l'on dîfierentie ces deux équations par rapport à t^ on 
trouve 

cfo Â:> sin <p cos cp û?«p û?ïij; A:>sin<{/cos<)/ d'^ 

^ ~ "" /« — 't* sin«© ^' rfî* ~ /i — ;t«sin«| ^' 

00, en vertu de (2), 

Posons 

2<p=/>-+-^, 21];=^) — 9; 
nous aurons 

d'où l'on tire 

(3) '^^ = — A:>sin/ïCOS^, -^^ = — Ar'singr cosjo. 
Les formules (2) donnent encore 

(S)'-(i)'=*'<"-*-'»''> 



ou 



ou 



dt dt a ^ 






2o4 

ou enfin 
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dp dq , . . . 



De celte formule et de (3) on tire 



d^p 
dpdq 



= cot^^, 



ou 



d^p 
dp 



= cotç' dq^ 



d^q _ 
dpdq ~ ^ 



d^q , 

^:=.colpdp', 



en intégrant, il vient 

dp _ 



log-^ = logsin^ -+- log6, 



log^l = logsin/? -h loga. 



ou 



(4) 



dp - . 
-g-=6siny, 



rf^ __ 



é^r 



= a sin/>, 



a et 6 désignant des constantes; on en déduit 

a sin/7 dp =^b sin^ â?^ 
ou, en intégrant et en appelant c une constante. 



(5) 



a cosp = b cosq -h c. 



Les équations (4) donnent, en remplaçant p et q par leurs 
valeurs, 



d(^-^^) 

de 



= 6sin(<p — ^}/), 



d(o — ^) 

di 



= asin(<p H- <^) 



ou 



(6) 



(7) 



v/i — A:'sin*<p -f- y/i — A:*sin*<j^ = 6 sin(«p — ij^), 
V^i — /:*sin*<p — /i — X:*sin*4' = ût sin(o -+- 1]/). 



D'ailleurs, entre les constantes a et 6, on a la relation 



«6 = — A:*, 
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ainsi qu'on s'en assure en multipliant (6) et (7) membre à 
membre. La formule (5) peut s'écrire 

(8) acos(<p 4- 4')= 6 cos(<p — ^)-{-c. 

Désignons par [x la valeur que prend ç pour <J/ = o : les for- 
mules (6), (7), (8) donneront 



y/i — Ar^sin^jx -f- 1 = 6 sin jx, 

(9) \ v/i — A'' sin* |x — i = asin{x, 

a cos |x — b cos |i. = c. 

Remplaçons dans (8) a, 6. c par leurs valeurs tirées de (9), 
nous aurons 



i/i — A:'sin*ix — I , ,- i/i — /:*sin*|x -h î , ,. 

■î^ -. cos(«p -1-4^) — : cos(9 — u/) 

sinjx \» T/ sinjx mi 



i/i — /r*sin»UL — I v^i — X:*sin2|jLH- i 

= : COSU. r COSUL 

sin{x ^ sinp. 

ou bien 
(10) cos© cosi]; — sin© siinj' /i — X:* sin' jx = cosjx, 

équation célèbre et que l'on interprète facilement en obser- 
vant que, si l'on pose 



cos 



M = — v^i — A-' sin* [X, 



çj, i{>, (X seront les côtés opposés d'un triangle sphérique dont 
l'angle opposé à [x sera M. 

Si l'on change ^ en — ^, on voit que 



coscp COS'}' -f-sinç sinij; /i — Âr^sin^jx = cosjx 
sera une intégrale de 



do M 

' H =0. 



V^i — Âr^sin*© y^i — X:*sin2»{; 






7»»' 
i;<. 
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X. — Addition des fonctions elliptiques. Méthode de Lagrange. 

Je suppose que l'on soit parvenu à intégrer sous forme 
algébrique l'équation 



(i) 



dx 



dy 



v/(i-a7«Ki — ^'^*) v/(i— J^*)(ï — ^*^*) 



= 0, 



si l'on pose j: = sn w,^ = snt^, une intégrale de cette équa- 
tion sera 



i v/ô 



dx 



ar*)(i — ^»a?2) 



/^ dy 

1 /(i~r*)(i- 



k^y*) 



= const. 



ou 



soit 



u-\- V — const. ; 



^{x^y) = const. 



L'intégrale algébrique de (i), u-^ v cl ^{^^y) étant con- 
stants en même temps, on aura 



ou 



u-\-\? ^ F[cp(sna, snv)], 



et la fonction F sera facile à déterminer en faisant ^ = o, par 
exemple; on pourra donc calculer u-\- v en fonction de snw 
et &nv, et l'on obtiendra diverses formules suivant la nature 
de la fonction ç que l'on aura trouvée ; toutes ces formules 
devront évidemment rentrer les unes dans les autres. 
En posant x = sin'^ ,^ = sin^, la formule (i) devient 



d^ 



d^ 



— ^^ H — ' 

V^i — X:*sin*o ^i — A:*sin'<]^ 



= 0, 



etLagrange a trouvé, pour intégrale de cette équation (p. 2o5), 
coscpcos<{/ ■+■ sin^p sinij' v^i — A:*sin*[jL = cos(x, 
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;jL désignant la constante d^ntégration ; cette intégrale, en 
reprenant x ç^X, y pour variables, devient 

en a en p — sn a sn (^ dn {x = en {jl, 

fx est la fonction de a -f- ^ qu'il faut déterminer^ or, en fai- 
sant 1^ =0, on a 

eni» = en{jL, 

donc jjL = a -h i', et l'on a 



(^) 



en a en p -i- sn M sn i; dn ( M H- i^) = en ( M -i- (? ). 



Si à cette formule on adjoint les suivantes 



cn(M-r-i^)=v/i — sn'(a -h i'), 
dn(M-+- p) = /i — /:*sn*(w-i- v)^ 

on obtient des formules qui donnent 



sn(M-f-p), dn(M-i-p), en(aH-p), 



qui sont 



(3) 



sn(a-f- p) 
cn(M -f- 1^) 
dn(w-+- v) 



sn M en p dn t' -t- sn p en w dn ^^ 
I — /:*sn*a su*p 

en a en (> — dn u dn (> sn u sn (> 
I — X:*sn*wsn2i> 

dn i£ dn (^ — k^ sn if sn (> en a en i» 
I — Xr^sna'sn't' 



et que nous retrouverons dans le paragraphe suivant. 

Ces calculs sont compliqués et laissent subsister quelques 
incertitudes sur les signes que l'on doit adopter. Abel se 
borne à vérifier les formules précédentes dans son exposition 
de la Théorie des fonctions elliptiques. Voici comment : 
appelons f le second membre de l'une quelconque de ces 
formules ; il vérifie que Ton a 



ce qui peut s'écrire 



du à9 ^' 






— o. 
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Il en conclut que les seconds membres de ces formules sonl 
fonctions de u-\- i^', puis, faisant dans le second membre de 
la première, par exemple, ç' = o, il trouve qu'il se réduit 
k snu'j il en conclut que ce second membre est égal 
à sn(u + v). 

Despeyrous arrive assez rapidement aux formules (3) en 
remarquant que, en multipliant l'équation (i) par 

son premier membre devient une différentielle exacte ; alors 
l'intégrale de cette équation se présente sous la forme 






CODSt., 



ce qui fournit immédiatement la première formule (i), mais 
ces procédés sont tous longs ou détournés. Nous établirons 
ces formules d'addition par la méthode de Clebsch qui, à 
cause de sa grande généralité, nous sera utile dans d'autres 
circonstances. 

XI. — Méthode de Clebsch. 



La méthode de Clebsch repose sur le théorème d'Abel 
(p. i54) : coupons la courbe 



(I) 

par la parabole 



J^ï = (^| — X2)(I — X-ÏJ72) 



y =z \ -h '^X -h OiX^; 



si l'on appelle (^4, j^i), (^Tj, ja), (^z^y^), (.r4,y4) les coor- 
données des points d'intersection, en vertu du théorème 
d'Abel, on doit avoir 



(3) 



dxi 






dxj^ dxs, 



J3 



r* 



= o, 
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car ici 2^ est la dérivée relative ky du premier membre de (i). 
Or Tan des points d'intersection des courbes (1), (2) a pour 
coordonnées o et i. La formule (3) se réduit alors, en sup- 
posant j^4 = I , ^4 = G, à 

(4) ^-H^^-?f^=o 

71 yt 7» 

ou à 

dûTx dxf dx^ 



^{i — a:\)(i-k^x\) ^/{i — xl )({- A'*a:i ; "" /u - ^1 )(i - ^*^î ) 



= o. 



Posant alors :ri=:sna, ;r2 = sn6, :r3 = snc, cette formule 
donne 

(5) da -h db -h de = 0', 

or JTf, Xa, ûCzy x^ satisfont à l'équation 

(i — x^)(i — A-*a?*) = (i -t- par + a^*)* 

ou 

ar3(A:î— aï)- ax^a:* — (i-f-A-SH-aa-h |3î)ar — 2.3 =0. 

On en tire 

(6) ( ^i^«^3=;tïzri-2' 



On a aussi 



J7i H- arj -h Xi 

OL = 

XiXfXs 



yi=:l-\-^Xt-h^x\, 



ou 



YiXt — Xxyt = xj — 071 -4- aari J7i(a7i — arj) 
OU, en vertu de la dernière formule (6), 



Xi = 



/yi _^ T** 



c'est-à-dire 

sn'a — sn*ô 

sn 6 en a dn a — sn a en 6 do 6 ^ 
L. — rra*Ve d'Analyse, IV. i4 
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mais, en vertu de (5), 

de = — da — dby 

ou, en appelant G une constante, 

c — G — a — b\ 
on a donc 

,^ -. sn'a — sn'^ 

sn(G — a — 6)= — T :j , . , - 

SDOcnadna — snacnodno 

Pour déterminer G, il suffit de faire — a= 6; on a alors 
snG = o, et Ton peut prendre G = o : on trouve ainsi 

sn(a -h o) = 



sa a en 6 dn 6 — sn6 cna dna 

Multipliant haut et bas dans le second membre par 

sn a en 6 dn 6 + sn 6 en a dn <r, 

le dénominateur devient 

sn*a en*6 dn*6 — sn'6 cn*a dn*a 
ou 

sn*a(i — sn'6)(i — k^ sn*6) — sn*6(i — sn*a)(i — k^ sn*a) 

ou 

(sn*a — sn*^)(i — k^ sn'a sn»6); 

et Ton a, toutes réductions faites, 

,^ sna cn6 dn6 -4- sn6 cnadna 

Telle est la démonstration la plus directe que Ton connaisse 
de la formule d'addition des fonctions elliptiques. 

Cette formule, en posant sna = 5, cna = c, dna=t/, 
sn6 = 5', cné = c\ dnè = rf', peut s'écrire 

,^ sc'd'-^s'cd 
sn(a-4-6)= rr-^-rrl 

on en tire 



I — sn*(a-4- b) = 



(I — X:«5»5'«)* 
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OU 






(1 

_ (I — 5«)(I — S'^) -f- 5«y«(l — k*S^){l 






(I — >t«5»*'«)> 

OU y ce qui revient au mémey 

, ,. en a en 6 — dnadn^sna sn6 
±:en(a-h6)= tt — r r-r ; 

on prendra le signe + devant le premier membre, afin que 
ia formule ait lieu pour b = o. 

On calcule de même dn(a4-6) et l'on arrive ainsi aux 

formules 

, , ,. sna en6 dn6 di sn6 cnadna 
sn(a±:o)= rr — r —, , 

, , ,. cnacn6 in dnadn^sna sn6 
cn(a±b)= — ,. . —, 9 



ân(a±b) = 



I — A* sn*asn*6 

dnadn^ =ii X:^ snasn6 cnacn6 
I — X:* sn*a sn'^ 



XII. — Nonyelle méthode. — Théorème de Poncelet. 



Soient O et O' les centres des deux cercles {/ig> 9), soient 



F»g- 9 




PP' et QQ' deux tangentes infiniment voisines au cercle O'; 
soient R et r les rayons des deux cercles O et O' ; soient enfin 
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^ = 2^^ ^ = 2^, 00'= a. Les triangles MPQ el MPQ' 

donnent 

PQ _ MP 

P'Q' "" MP' 
ou 



V^O'P'*— rî . /R«H-a«-t-aRa cosa4> — r^ ^ 

C0S2Ç — r*' 



5$ " /=^=^2 — V R*-+-a»-h2Ra 



si l'on fait alors 




(I) 


4Ra _ 


(R-+-a)* — r2 '^ ' 


on aura 





(2) . _ H- 



Il résulte de là que, si sur la figure on trouve une relation 
finie entre les angles ç et ^^ ce sera l'intégrale de (a), et Tob 
aura ainsi un nouveau procédé pour intégrer la formule (a). 
Or on a, en projetant le contour O'OPM sur O'M, 

acos(©-h<^)-4-Rcos(4' — ç)= r 
ou 

(a-\- R)cos«p cos^l^ -h(R — a)sin«p sini|; = r 

ou encore 

(3) cos(pcosii.-^(j^)sincpsin4;=:^^. 

De la formule (2) on tire 

|x désignant la valeur de (f pour <|^ = o ; on conclut de là que. 






THÉORIE DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. ai3 

si l'on fait ^ =: o dans (3), 



r 



C0S1X= , 

^ R-t-a 



r» 



4Ra (R + a)*— r» 



I — k^ sin* |jL = I — 



(R-ha)> — r« (R-ha)« 

R — a\« 



- 4Ra _/ R — <^ \ 

~^ (R-Haj» "" \RH-a/ 

et la formule (3) s'écrit 

costp cosij' ± ^i — k* sin^^^jL sino sintj; = cosfi, 

résultat déjà obtenu (p. 2o5). Jacobi, à qui Ton doit la mé- 
thode précédente, en a déduit la démonstration d'un théorème 
curieux de Poncelet. La formule (4) peut s'écrire 



r^' do r^^ rfy r^ 



X:*sin*cp 

en changeant cp en cpi et «j^ en cpj, ou encore en posant, pour 
abréger, 

d^ /•*?» r^» r^ 

dm = ^ j I dxs — I dm = I dm, 

yi — A:*sm*cp Jo *^ù Jo 

Supposons que par le point P' on mène une tangente P'P' 
au cercle r, soit P' le point où elle rencontre le cercle R; par 

le point P', menons encore une tangente P'P'' au cercle r, 

AP* AP*" 

et ainsi de suite; soit -rr- = 2<p3, —^ = 2cpi, . . . , nous au- 
rons les formules 



(5) 



f dm — I dm = / dm, 

«^0 •A 

f dm — / dm = i dm, 

• ) 

(iTET — I dm 3= / dm 



2l4 CHAPITRE VII. 

et, en ajoutant, 



(6) 



f dm — 1 dm = ( n — i ) / dm 
»''o »-'o 



OU encore 

û?Tïy = const. 



/' 



Supposons que le polygone PP'F'. . . se ferme : alors on aura, 
par exemple, 2^^ = acp, -f- 2/?'ît, /> désignant un nombre 
entier ou «p^ = çp< +/?7r; la formule précédente donnera 
alors 

f dm = const. = / dm, 

dxs ne dépend pas de cpi ; 

Y. 

la condition pour que le polygone se ferme ne dépend donc 
pas de Çi. Donc, si ce polygone se ferme pour une position 
particulière du point P, il se fermera quel que soit ce point. 
C'est en cela que consiste le théorème de Poncelet. Il peut 
s'énoncer comme il suit : 

Si un polygone de n côtés peut être à la fois inscrit et 
circonscrit à deux cercles, il existera une infinité de poly- 
gones jouissant de la même propriété. 

Ce théorème est évidemment projectif, et il subsiste, par 
conséquent, quandauxdeux.cerclcs on substitue deux coniques 
quelconques. 

Le théorème de Poncelet est lui-même un cas particulier 
d'un autre théorème beaucoup plus général également trouvé 
par Poncelet, et que l'on peut énoncer ainsi : 

Si les divers côtés d'un polygone touchent une co- 
nique et que tous ses sommets moins un décrispent une 
autre conique, le sommet libre décrit une conique {voir 
Chap. VII, § 6). 
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ZII. — Intégration de l'éqoation dy = 



dx 



/A-(-Ba;«-r-Gx* 



En cherchant les équations différentielles auxquelles satis- 
font sn^, cnx, à.TiX, . . . , on trouve que 



(a) 



(3) 



(4) 



(5) 



(6) 



(7) 



(8) 



y = snar, 


dy 
•••' dx 


y = cnar, 


dy 

'"' dx 


y — dniF, 


dy 

*■•' dx 


y= Vax, 


dy 
"' dx 


I 
v= , 


dy 

dx 


I 


dy 
dx 


I 


dy 
dx 


y-^^x' 


dy 

dx 



av I 



=->f/(.-j")(lî-i). 



y'(,+^l)(,+ A-V), 



£--V<-^')(-5)' 



= '^^(:'''-')(«+x^^') 






Ceci posé, s'il s'agit d'intégrer l'équation 



on la ramènera à l'un des types précédents et l'on en aura 
immédiatement l'intégrale; ainsi, par exemple, si A, A', 
B, B' > o, on écrira 



£=^i/(- ¥)(-'¥=) 



et l'on posera 
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on aura alors 



dz 
dx 



= /BAy(. + ..)(.-^|^..) 



Supposons, pour fixer lés idées, .^^7 < ^ î ^^ ^^ posera égal 
à k"^^ et Ton aura 

par suite, en négligeant une constante, 

^ = tn(aT v/BÂ"'), y = i/^ tn(:r /BÂ'). 

Les quelques difficultés qui pourraient subsister disparaîtront 
quand on aura lu le § 26 du Chapitre suivant. Dans ce para- 
graphe, on verra comment on peut mettre sous la forme a -h 6f 
les fonctions elliptiques dont la variable est imaginaire. 
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THÉORIE GÉNÉRALE DES FONCTIONS DOUBLEMENT PÉRIODIQUES 

ET DES FONCTIONS AUXILUIRES. 



I. — Introduction. 

L'étude des intégrales elliptiques nous a révélé l'existence 
des fonctions monodromes, monogènes et doublement pério- 
diques. Lorsqu'une fonction possède deux périodes et qu'elle 
est monodrome et monogène, elle jouit par cela même d'une 
foule de propriétés curieuses qui en facilitent considérable- 
ment l'étude; ce caractère de double périodicité fait que la 
fonction en quelque sorte est condensée dans Tun des paral- 
lélogrammes des périodes, et il suffit de Tétudier dans celte 
portion finie du plan. Nous allons donc nous proposer de 
résoudre cette question très générale : 

Quelles sont les fonctions doublement périodiques mono- 
dromes et monogènes, et quelles sont les propriétés géné- 
rales communes à toutes ces fonctions. 

En nous plaçant à ce point de vue très élevé, nous rencon- 
trerons les fonctions elliptiques et nous verrons leurs pro- 
priétés se dérouler avec une netteté merveilleuse. Nous sup- 
poserons une fois pour toutes que les fonctions dont nous 
aurons à nous occuper n'ont pas de points essentiels à distance 
finie. 

If. — Premier théorème d'Arithmétique. 

Étant donnés deux nombres quelconques a^ et a^y on 
peut toujours trouver des entiers m, et m^i^ tels que 
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e désignant un nombre donné aussi petit que l'on vealj 
mais fixe. 

En effet, divisons a^ par a^, soient [jif le quotient et a^ le 
reste, moindre en valeur absolue ou tout au plus égal à — ; 
divisons a^ par as, soient ^% le quotient et a^ le reste, moiadre 
en valeur absolue ou tout au plus égal à -^7 etc.; on aura 



fli — fxiai-r-as, 
a; = |jija3 -T- 04, 

••• > 

a/j_j = [Xft_i an -T- a/t^-i ; 

d'où Ton tire, en éliminant as, a^, . . ., an, 






/W| et m^ désignant deux entiers ; or as <C — > a^ <^ ~y - - • ? 



donc «3 < — > ^* <-4-' • • •' ^«+< < .i^i> ^«+« P®"^ ^^^c 

être supposé aussi petit que Ton veut, ce qui démontre le 
théorème énoncé. 

Dans les Traités d'Algèbre on démontre aussi ce théorème 
au moyen de la théorie des fractions continues. * 

III. " Second théorème d'Arithmétiqae. 
Si Von considère les quantités 

I ••........ 

au nombre de n — i , a< , a2, • • • , a,,, . . . , /| , ...,/;, dési- 
gnant n{n — 1) quantités quelconques, on pourra toujours 
choisir les entiers m<, m2, . . . , /W/i, de telle sorte que l'on 
ait à la fois en valeur absolue 

ût/l-Kl, 6,14-1, • • • > ^«+1 *C £• 
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Pour le démonirer, nous observerons que le théorème 
énoncé vient d'être établi en supposant les quantités a„^iy 
6/14. «, • - 4 réduites à une seule. Supposons donc le théorème 
démontré pour toutes les valeurs de n inférieures à un entier 
donné que nous appellerons n, et cherchons à l'établir pour 
le nombre n lui-même. Gomme il a lieu pour w == i, il sera 
démontré d'une façon générale. 

Li'une des quantités / au moins devant être différente de 
zéro pour que le théorème ait lieu, supposons /«^o : nous 
tirerons du système (i), en éliminant m/,, 

bn I 



D'après notre hypothèse, on pourra toujours choisir les n — i 
nombres entiers m^, 7722, . . ., /w^^i, de manière à satisfaire 
aux n — 2 conditions 

o désignant un nombre aussi petit que l'on voudra; d'un 
autre côté, on pourra, quand cela sera fait, déterminer m,i 
de manière que l'on ait (en valeur absolue toujours) 



-j-i OU Y- mi-h Y- mi-h..,-¥- 

'n 'n *n 



In 2 



il suffit pour cela de prendre pour m,i l'entier qui se rap- 
proche le plus de 

^ mi-4- ^ m2+...-i- -^— /7î,i-i ); 

niais alors les formules (2) donneront 

^/i-t-i — - ût/iî On-\-i — "- Om . . . <. 0, 
2 2 
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9, 6', ... désignant des nombres compris entre — i et -4- i ; 
on en déduira 

Mais, 8 étant aussi petit que Ton veut, on voit que Ton pourra 
toujours faire en sorte que l'on ait, sinon 

2 2 

au moins 

^n , an 

2 2 

OU, ce qui suffirait pour notre objet, 

si l'on voulait ne pas accorder cette dernière conséquence. 

Ceci posé, on pourra toujours déterminer les nombres 

entiers m!,, /n'j, ..., //î^+,, de telle sorte que, si Ton fait 

a^^-j = m j aj -T- /n'j «3 -h . . . -f- m^ a» -+- 'w',J^.l a„^-| , 

) 

^n-k-t = '^i ^j -H m'j /a H-. . .-h /n)^//» -+- m'n+i in-^-ii 

on ait «/ï+2 <C j «/ï+i j 6/t+2<C 3 ^/'+2î •••*» ^^^^ f*'^? ^'^ 
pourra, en posant 

«/n-3 = /nj as -f- . . . + /n^+j a/n-j, 
•• ) 

^rt-l-3 = ''i'i ^3 -H. . .-i- /?l'îi+3 ^/t-»-3> 

faire en sorte que a,i^_3 < a ^«+2? fr/i+3 <! ô ^/i+a? . . . , et ainsi 

de suite. Or les nombres a/i^«, a„^2f <^«+3î • • • décroissent 
plus rapidement que les termes de la progression dont la 

raison serait 5; ils tendent donc vers zéro, et l'on peut poser 

pour i suffisamment grand 

a/, bf, . . . , // < e. 
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Or a„^i est une fonction linéaire à coefficients entiers de a^^ 
€Z'29 . . . , a^,; de même ««4.2 est une fonction linéaire à coef- 
ficients entiers de ^2, ag, ..., a/,^4, c'est-à-dire de «i, 
€t^y - • • > ^/i9 et ainsi de suite; on peut donc poser 

a^ = Mi ai -+- Mj aj -F . . . ^- Mrt «/», 
• bi = Mi bi-^ Ml bi -¥-., .-{-Mnbn, 



Il = Mi/i -+-Mt/j -+-... -f-Mrt/rt, 



M|, M2, •••> Mfi désignant des entiers et a/, 6|-, ... des 
quantités moindres que e, ce qui achève la démonstration du 
théorème énoncé. 

Mais, avant de tirer des conséquences de notre théorème, 
faisons observer qu'il pourra arriver que Ton ait à la fois 
plusieurs relations, telles que 

/Wiai-f- m^ai -^-. . .-+- ninan = o, 
( 3 ) ^ /Wi 61 -4- mj 61 -h . . . -H /7irt 6/t = o, 



il est facile de prouver alors que a«, «2, . . . a„, s'expriment 
en fonctions linéaires à coefficients entiers de n — i autres 
variables; pour faire cette démonstration, on pourra sup- 
poser les a réels ou imaginaires de la forme a + P y/ — i . 

Soient en effet m'^ le plus grand commun diviseur de /ni 
et de ma et [jL| , [jl2 les quotients dem^ et ^2 par m'.^ : on pourra 
remplacer la première formule (3) par 

ou bien, en posant 

(4) l^i^iH-fAja, = ct'j, 

par 

( 5 ) /n', a'i -+- m^ aj -I- . . . nin a^ = o. 

D^ailleurs, p-i et [JI2 étant premiers entre eux, on pourra tou- 
jours trouver deux nombres entiers Vi et V2, tels que 
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et, en posant 
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vtai-hvjaj = a\ 



les valeurs de a^ et a^ tirées de cette équation et de (4) 
seront des fonctions linéaires à Coefficients entiers de a\ 
et a'j,* mais, par un procédé analogue, la formule- (5) se 
ramènera à la forme 



m^a^ 



f^k^^ -+-...-+- TTinCLn = O. 



D'ailleurs à^ et a^ seront fonctions linéaires et à coefficients 
entiers de a^ et d'une autre quantité a^\ or ai et a^ étaient 
fonctions de aj et de a^, linéaires et à coefficients entiers, 
donc ai, a2 et a^ sont fonctions de même nature de a", d^ 
et a'g. En continuant ainsi, on arrive à la formule 



m'„a'„ = o, 



et ai, a2, as, , . ,^ an s'expriment en fonctions linéaires et à 
coefficients entiers de a'^ , a'g, . . . , d^^^ et de a\^. Or, aj, étant 
nul, il en résulte que ai, a2, .... a« sont des fonctions 
linéaires et à coefficients entiers de a'^, a^, . . . , a]Jj_, et, par 
suite, ces quantités ne sont pas distinctes. 
D'ailleurs il est clair que, si l'on a 



on aura également, en appelant b\^ b\^ . . ., 6^_,, 
nombres convenablement choisis, 



. . des 



bi = fi{b\, b\, 

Ci 



= /i(c';, c 



2> 



• • • » ^n—\ }j 

• • • > ^/i— 1 /» 



C. Q. F. D. 



IV. — Ce que Ton doit entendre par périodes distinctes. 

Quand une fonction admet une période, elle en admet une 
infinité qui ne doivent pas être considérées comme distinctes. 



I 
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Supposons que Wj, CO2, . . ., w^ soient des périodes de/(5), 
il est clair que l'on aura 

/( mi (i>i -4- mi (Oj -H . . . -f- m^ (Ort -<- z) =/(z)y 

si mi, m2, • . . , ntn sont entiers, et que 

mi 0), -H wj wj -h . . . ^- m^ (sin 

sera encore une période. 

On dit que des périodes (Oi,(02, . . . sont distinctes quand 
il n'existe pas entre elles de relation homogène, linéaire et à 
coeflQcients entiers. 

Supposons qu'entre les périodes (0|, 102, ..., (o„ d'une 
fonction y(5) il existe la relation 

(0 /7IlCi)j-h /7ljCi)j-|-. . .H- mrt<D/t = o, 

mi, 1712, • - • désignant des entiers non divisibles par un même 
nombre; soit mi le plus petit d'entre eux pris en valeur 
absolue. Soient g^y Çz, ... et 7*2, Tj, ... les quotients et les 
restes de la division de m2, /Wj, ... par /Wi, (i) pourra 
s'écrire 

mi 0)1 -H ( mj ^ j -f- Tj ) (Oj -f- ( mi y 3 -I- r3 ) (i>3 -I- . . . = o 
ou 

en posant 

CT| désignera alors une nouvelle période, et il est clair que (Oj 
est une fonction linéaire des nouvelles périodes TiT|,(02, (03, . .., 
Wn à coefficients entiers, en vertu de (3). Traitons l'équa- 
tion (2) comme (i), nous en déduirons une relation plus 
simple que (2), comme (2) était plus simple que (i), entre 
de nouvelles périodes tui, tïJ2, W3, . . . , co^, et (02 sera encore 
fonction linéaire, comme b)| , de ces nouvelles périodes, et ainsi 
de suite. Mais les équations telles que (2) vont toujours en 
se simplifiant; les coefficients finissent par s'évanouir, et l'on 



i 
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voit que, finalement, (o^, (1)2, ..., co/, sont des fonctions 
linéaires, homogènes et à coefficients entiers d'une même 
période. A ce point de vue, les périodes considérées ne sont 
donc pas distinctes. 

V. — Impossibilité de deux périodes avec nn rapport réel. 

Une fonction monodrome et monogène dans toute 
l'étendue du plan ne saurait posséder deux périodes 
distinctes avec un rapport réel. 

En effet, soient co et aco deux périodes de la fonction /(5) 
ayant le rapport réel a : alors, m< et m2 désignant deux 
entiers, mi o> -f- /^laaw sera une nouvelle période; or, a ne 
pouvant être commensurable, sans quoi u) et aco ne seraient 
pas distinctes, car il existerait entre co et aco une relation 
linéaire à coefficients entiers, on pourra toujours choisir les 
entiers mx et m^ de telle sorte que 

TWi -i- /?ija < e 
et 

mod(wia> -I- /TijacoX modeo); 

la période mito + maao) peut donc être prise aussi voisine 
de zéro que Ton veut, et alors, en l'appelant a, on aurait 

/(«)=/(- -^ »)= A- -+- aa) =..: =/(z -h na), 

z désignant un point quelconque. 

Or, si la fonction f{z) est syneclique autour du points, dans 
un contour fini tracé autour du point >3, Téquation 

aurait une infinité de racines, ^ = a, aa, 3 a, . . . , ce qui est 
impossible. 

VI. — Impossibilité de trois périodes. 

Théorème. — Une fonction monodrome et monogène ne 
saurait avoir plus de deux périodes distinctes. 
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En effet, soient ci>i, (1)29 ^z trois périodes distinctes de la 
fonction /(s) : alors, m^^ m^y m^ désignant trois entiers quel- 
conques, ^ 

/H j (Oi -f- /Ttj (1)) -f- m^ (i)| 

sera une nouvelle période, car cette quantité ne saurait s'an* 
nuler, (i>i, co^, C03 étant des périodes distinctes; soient 

(i>i = ai H- bx / — I , (ot = a» H- 6j /— i , (03 = ai + 63 /— i , 



la nouvelle période sera égale à ûj^ 4- 64 y/ — i . Or on peut 
toujours rendre (p. 218) ^4 et 64 moindres qu'une quantité 
donnée, en choisissant convenablement m^, m^i ni^\ le mo- 
dale de la nouvelle période pouvant être alors pris aussi 
petit que Ton veut; en désignant cette période par a, on 
aurait /(z)=/(2^ a)==/(s -h aa) = . . . et Téquation 
/{z)=/(z •+• x) aurait dans le voisinage du point z une 
infinité de racines a? = a, 2a, 3 a, .... La fonction /{z) ne 
saurait donc être synectique autour du point z. 

c. Q. F. D. 

Nous verrons, au contraire, qu'une fonction non mono- 
drome peut posséder plus de deux périodes distinctes et 
même un nombre quelconque de périodes. 

VII. — Périodes élémentaires. 

Étant donnée une fonction monodrome et monogène dou- 
blement périodique/(^) aux périodes co et m, on peut toujours 
supposer qu'il n'existe pas de période û qui ne soit de la 
forme mco -h nxj, m et n désignant deux entiers, car û ne 
saurait être distincte de (o et tîj ; donc il existe des périodes 
telles que toutes les autres soient fonctions linéaires et à 
coefficients entiers de celles-ci. De telles périodes sont ce 
que l'on appelle des périodes élémentaires. 

Il existe une infinité de systèmes de périodes élémentaires : 
L. — Traité d'Analyse, IV. i5 



l 
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en effet, soient (o et t? un système de périodes élémentaires; 

deux autres périodes 

aj'= ao) -H bxa, 

a, 6, a' y b' désignant des entiers, formeront un système élé- 
mentaire, s^il est possible d'exprimer u) et cr en fonction 
linéaire et à coefficients entiers de <o' et xsf. Pour qu'il en soit 
ainsi, il faut et il suffit que a6' — ba! -= ±: i, car aV — bd 
ne saurait diviser à la fois a, 6, a', V \ en effet, a, 6, a', V 

ayant un facteur commun a, — et — seraient des périodes qui 

ne pourraient pas s'exprimer sous forme linéaire à coefficients 
entiers à l'aide de w' et ro'. 

Théorème I. — Deux parallélogrammes élémentaires^ 
dest-à'dire ayant pour côtés des périodes élémentaires, 
sont équivalents. 



En effet, soient x -^y y/ — i et x'-{-y^ — i deux périodes 
élémentaires, 

a{x-hy^^ i) ■+- b{x'-\-y'^—i) 
et 

a'{x-^y^—i)-\-b'^x''hy'^^) 

deux autres périodes élémentaires. L'aire du parallélogramme 
de ces dernières périodes est 



ax-^bx' ay -h by' 








a'x-i-b' x' a' y ■+■ b'y 








— -+- 


a b 
a' b' 




X 

x' 


y 

y 


= -4- 


X y 
X y 



ce qui démontre le théorème. 

Théorème II. — Dans deux parallélogrammes élémen- 
taires y la fonction f{z) passe le même nombre de fois par 
une valeur donnée. 

Le théorème est évident pour deux parallélogrammes élé- 
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mentaires ayant un côté commun, vu qu^ils se composent 
d'une partie commune et de deux parties égales, dans Pin té- 
rieur desquelles la fonction acquiert manifestement des va* 
leurs identiques. Pour démontrer le théorème, il suffira 
d'établir que Ton peut passer du parallélogramme ayant 
pour côtés Cl) et ci>i au parallélogramme ayant pour côtés 
17 et GJi, au moyen de parallélogrammes intermédiaires ayant 
chacun un côté commun avec celui qui le précède et avec 
celui qui le suit. 

Soient donc co et (04 un système de périodes équivalent au 
système tu et W| , en sorte que 

m = ai(o -t-awi, 

abi — ba\ = drr. 

Pratiquons sur a et ai Topération du plus grand commun 
diviseur et posons 



a = aiqi-hOit 


ai = 


a^q% 


H- Uiy • • • » 


«/»-! = «« î'/j -+- «n+i , 


b=z biÇi-hbty 


61 = 


b%qt 


-^^3» .• , 


6/1-1 = 6/1^/1 -H fe«-,-i, 


nous aurons 










19 = ai (Ht 


-f-a,(Oi, 




eo posant 


(Dj = (0 -i-^^iWi, 


©1= bid^i 


-+-6,0)1, 








m = ajWs 


-f-aao),, 






t«>3= Wj -h^TjtOj, 


©1 = bfisiz 


-h6s(i)j, 








w — ajwv 


-t- d^i^Z^ 


>fl? 




W4= b)s H-^3C0,, 


m = anOi/i-hi 


-r- a^-hi (* 


> 


Wi — bn tJ»n-i-i -i- bn+i tO 


n* 







Or l'opération du plus grand commun diviseur conduisant à un 
reste nul, on peut supposer «;,_,., = 0. De plus, a et a, étant 
premiersentreeux,sansquoironn'auraitpasa&, — 6ai = ± i, 
il faut que a/{ = 1 ; enfin on a 

abx — bai— — («16, — 6iaj) = -h(a2 63 — 6ia3) = . . . ; 



n 
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donc bn^i = I en valeur absolue, et Ton voit que l'on aura 

ce qui démontre le théorème. 

VIII. — Propriétés générales des fonctions à denx périodes. 

Avant de nous inquiéter de savoir s'il existe des fonctions 
monodromes et monogènes possédant deux périodes, nous 
étudierons a priori les propriétés dont doivent jouir ces 
fonctions, si elles existent; ces propriétés, connues, nous 
guideront dans la recherche des fonctions en question. 

■ 

ToÉoREME I. — L'intégrale d'une fonction doublement 
périodique le long d^un parallélogramme des périodes 
est nulle {*). 

En effet, le long des côtés opposés du parallélogramme, la 
fonction reprend les piémes valeurs; mais, comme ces cotés 
sont parcourus en sens inverse, les intégrales partielles rela- 
tives à ces côtés se détruisent. c. q. f. d. 

Ce théorème fondamental est de M. Hermite. 

Théorème II. — ^ Une fonction doublement périodique 
a au moins deux infinis dans chaque parallélogramme 
des périodes. 

En effet, en vertu du théorème précédent, son résidu est 
nul, ce qui ne pourrait avoir lieu si eUe ne possédait qu'un 
infini. 

Théorème III. — Dans chaque parallélogramme la fane- 



(*) Il ne sera question dans ce qui va suivre que de fonctions moDO- 
dromes et raonogènesi ce qui nous dispensera de répéter sans cesse ces 
adjectifs; nous les supposerons également sans points essentiels à distance 
finie. 
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tion doublement périodique /{z) passe par tous les états 
de valeurs, autant de fois qu'elle passe par V infini. 

En efiet, le résidu étant pris à Tintérieur du parallélo- 
gramme, on a 

n désignant le nombre des zéros et v celui des infinis de/(z ) ; 
mais, en vertu du théorème I, 

car *y ^ est doublement périodique, donc /i = v; mais la 

fonction doublement périodique /( 2) — a a les mêmes infinis 
que/(^); donc le nombre de ses zéros est n, donc enfin /(z) 
passe n fois par la valeur a. 

Nous appellerons ordre d'une fonction doublement pério- 
dique le nombre d^infinis qu^elle possède dans un parallélo- 
gramme des périodes. 

Théorème IV. — La $omme des valeurs de la variable z 
pour lesquelles une fonction doublement périodique prend 
une même valeur dans un même parallélogramme des 
périodes est constante. 

En effet, considérons les valeurs de z pour lesquelles on a 

f{z) = a ou f{z) — a=Oj 

f{z) désignant une fonction à deux périodes, l'intégrale 



TiJ^TiJ /{z) — a 



est égale à la somme des zéros diminués de la somme des 
infinis de f{z) — a; soient donc a- la somme des infinis de 
/(iî), et s la somme des valeurs de z pour lesquellesy(z) = a, 
on a 






zf'(z)dz 

-^ = S — <J. 



/_,J f{z)-a 



23o CHAPITRE VIII. 

Soient o) et w' les périodes de/(5), l'intégrale précédente 
étant prise le long d'un parallélogramme de côtés w, w', nous 
pourrons écrire, en appelant Zq un point quelconque, 

mais/(iJ + (o) = /(iî),/(s + (i>')=/(^), ..., donc 



2 
OU 



;= w '<^g /v — T-"^^ w Jog /T — T-^ = * — a; 



mais/(zo+ w')=/(>3o), donc 



I 



(wlogi — a)'Iogi)= 5 — a; 



2it y/— I 

mais log i est de la forme 2/mry/ — i, donc 

s — (J = mw -+- /n'ci)', 
m et m' désignant deux entiers. On a donc 

Le signe ^ sera désormais employé pour exprimer une éga- 
lité dans laquelle on néglige des multiples des périodes. 

Corollaire. — La somme des zéros est donc égale à celle 
des infinis quand on néglige les multiples des périodes. 



IX. — Des fonctions auxiliaires. 



Nous allons maintenant chercher à former de toutes pièces 
des fonctions possédant deux périodes ; de telles fonctions ont 
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leurs zéros et leurs infinis régulièrement distribués dans le 
plan, et on peut les considérer comme des quotients de fonc- 
tions ayant leurs zéros régulièrement distribués, mais ne de- 
venant infinies que pour des valeurs infinies de la variable 
(t. m, p. 371). Voyons si de pareilles fonctions existent et 
cherchons à les former. 

Soit B (x) une fonction toujours synectique, ayant ses zéros 
régulièrement distribués dans le plan, comme ceux d^une 
fonction à deux périodes iù, ts. Si l'on déplace parallèlement 
à lui-même le parallélogramme des périodes, il devra toujours 
contenir le même nombre de zéros et, par suite, l'intégrale 
suivante prise le long du parallélogramme en question 

devra être toujours égale au même nombre entier quel que 
soit le point de Zq par lequel on fera passer Tun des sommets 
de ce parallélogramme. Intégrons donc le long du parallélo- 

Fig. 10. 



^t JTo+W 



gramme ayant pour sommets a^o, a?o -I- w, ^0 + ^ + ^> ^0 H- ^ 
{^g- 10) et écrivons que le résultat est égal à l'entier t, quel 
que soit Xq ; nous aurons 






On satisfera à cette équation en posant 

, e(a:-hw) 6(0?)""^' ô(a7-t-Bj) 6(a?) " ' 
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les constantes a et b satisfaisant à la relation 



(I) 



aw — b(x} =2111/ — I ; 



si Ton intègre les équations précédentes et si l'on passe des 
logarithmes aux nombres, on trouve 



(a) 



6(a? -+- tu) = e(a;)e«*-»-«', 
6(a?H-m)=6(a7)c**-»-*', 



a' et b' désignant de nouvelles constantes. Les fonctions qui 
satisfont aux formules (i)et(2)et qui ont leurs zéros distri- 
bués comme ceux des fonctions à deux périodes sont ce 
que Ton appelle des fonctions auxiliaires (*). 

Si Ton connaissait des fonctions Q et B| satisfaisant à ces 

formules, il est clair que ^ serait doublement périodique et 

posséderait les périodes co et tst; occupons-nous donc des 
fonctions auxiliaires. 

Quand on change ^ en ic •+■ o), la fonction e^^"*"^"^*^ se 
trouve multipliée comme la fonction par une exponentielle 
dont l'exposant 2Aa)ic + Bco -f- Ato^ est linéaire; si donc on 
pose 

2Aa>-Ha = o, Aoj*4- Bu> -t- a' = 
ou 



(3) 

la fonction 



sera telle que 



Cl> ^^ d Cl 

A = , B=- — — , 

2UI a u> 



e(iP)cA»«+Bx+C=y(ar) 



ou 



/(a? 4- oj) = 6(a? -h ci>)cA(JM-co)«+D(x-Hi))+c 



f(x H- (U) = 0(ar)eAa:«+Bx+c =/(a?). 



(*) M. Hermite appelle aussi ces fonctions doublement périodiques de 
troisième espèce. 
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On a ensuite 

/(a? -4- gt) = 6(ar -H nj)eA{x+BT)M-B(x4.cn+c 

ou, en vertu de la seconde équation (2), 

^ et A désignant les constantes 

Remplaçant b par sa valeur tirée de (i) et A, B parleurs 
valeurs (3), on trouve 

2 in y/ — I ^ 



/? = - 



(jj 



la quantité h dépend de la constante arbitraire b', si bien que 

l'on a 

//(ar-+-oi) = /(a:), 

(4) _î!lElx^H 

(/(ir-+-i3)=/(ar)c « 

On voit donc que Fétude des fonctions B est ramenée à 
celle des fonctions d satisfaisant aux relations 

/ e(a7 4- a>)= 6(37), 

qui ne diffèrent de (4) que parce que Ton a mis la constante h 

I /. 2 tir 1/ — 1 
sous la forme c. 



to 



L'étude de la fonction 8 sera plus simple que celle de la 
fonction 0, parce qu'elle renferme moins de paramètres, et 
aussi, surtout, parce qu'elle possède déjà une période co. 

Deux /onctions auxiliaires qui ont les mêmes zéros ne 
peuvent différer que par un facteur de la forme e^'-»-'**^ 
dans lequel A, B, C sont des constantes. 

Soient, en effet, 0(j:)etO| (a:)les deuxfonctions en question : 
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si elles ont les mêmes zéros, elles ont aussi les mêmes pé- 
riodes (0, T3, et Ton a 

6 (a7-ha>)= (a7)c«*+* 
6 (a:-f-Tïi)=6 (a?)e«''+^' 

ei(ar^-cj) = e,(a7)ea'*-»-P'; 
on conclut de la première 

rflogô(a?-+-(jj) _ <ilogô(ar) 

dx dx ' 

û?*log6(ar + (1)) __ ûf*log6(a7) 

et les fonctions — ^J t ^ — d ^ ^^^^ doublement pé- 
riodiques, leur différence est donc doublement périodique; 
mais 6(;r) et ^i(x) ayant les mêmes zéros et pas d'infinis ne 
peuvent différer que par un facteur exponentiel ef^^\ où f{x) 
représente une série ordonnée suivant les puissances de x, 
c'est-à-dire une fonction toujours finie, excepté pour a? = oo. 
Or la différence 

dx^ dx^ 

est égale à y"(^); cette fonction est doublement périodique 
comme cj)(:r) et a ses infinis, c'est-à-dire ne devient jamais 
infinie; donc elle se»réduit à une constante 2 A, donc ^(x) 
est bien de la forme ç(a;)= Aa;^4-Bx-+- G. 

G. Q. F. D. 

X. — Déyeloppement des fonctions auxiliaires. 

Nous voilà donc ramenés à trouver une fonction satisfaisant 
aux équations 

(i) e(a?-i-iu)=e(ar), 

* (JC+C) 

(a) e(a?-4-nj)=e(ar)c " 
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La fonction 6, devant être synectique dans toute l^é tendue 
du plan et devant posséder la période co, si on la compare à 

la fonction Z'=e ^ , sera une fonction synectique de 
celle-ci; car, quand on se donne ^, ^ a une infinité de valeurs 
delaformejî + mw, /w désignant un entier; ©(;r) = 0(;r 4- m Cl)) 
n'a alors qu'une seule valeur pour chaque valeur de z et l'on 
pourra développer 6 (^r) suivant les puissances ascendantes et 
descendantes de z\ posons donc 

n s= — 00 

en faisant A^ = e *** ; on a alors 

En vertu de (2), on doit avoir 

en égalant les coefficients de 6 ^ , on a 

nïïT-4- Cp(7l)= Cp(7l+ l) — IC 

ou 

cp(n-+- 1)= cp(7i)-H /icTH- ic\ 

on en déduit 

ç ( /i -4- 2 1 ) = cp ( 71 -4- r ) -4- ( /i -h t ) "^ -^- ^^> 
• 

<p( n -h {x i) = «p (71 4- |Jt — 1 "T- ( /i -+- H^ 1 — 0^ ■+" '^> 
d'où l'on conclut, en ajoutant, 



■ • 



/ -x / X '2/1-4- {Al— t 
<p(/H- {Jll)t= (J)(n)+ÏÏT ^- [JLH- fJL«C. 
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Ainsi, ç(o), cp(i), . • ., ç(« — i) restent arbitraires et, en faî- 

— r; — Çf'*' A • 11 

sant e ^ = A/i, on voit que 1 on peut poser 

/ e(x) = AoOo(ar)-»-Aiei(a7)-4-...-HA/_iei-i(a:), 



( »! = -. 



La fonction 6/i(j:) est bien déterminée, car la série qui la 
représente peut toujours être supposée convergente. En 

effet, la racine (i*^"* du terme général tendra vers zéro pour 

/ — 

[X = 00, pourvu toutefois que la partie réelle de soit 

négative, ce que Ton peut toujours supposer en changeant, 
si l'on veut/le signe d'une période. 

En résumé, les équations (i), (2) admettent une solu- 
tion renfermant i constantes arbitraires, et les fonctions B 
qui ont i zéros dans le parallélogramme des périodes, fonc- 
tions que nous appellerons fonctions auxiliaires d^ ordre e", 
sont linéaires et homogènes de i d'entre elles. 

Ce théorème est encore vrai pour les fonctions 8 plus géné- 
rales. Soit, en effet, 

e(a:H-nT) = 6(a?)e''*+*', 
arn — boi = 2Tzi^ — 1 ; 

si, pour ramener la fonction aux fonctions 0, on pose 

on trouvera 

(x)= AoOo(ar)-+- AiBiCa?)... A/-i^i-i(^)> 
e«(ar) = e„(a:)cA'*-HBr4.c, 

et par suite on voit que : 

Toute fonction d'ordre i est une fonction linéaire et 
homogène de i d'entre elles. 
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Cette propriété est fondamentale. 

Avant d'aller plus loin, nous ferons observer qu'il existe 
des fonctions d'ordre zéro et que ces fonctions sont de 
simples exponentielles; en effet, les fonctions d'ordre zéro 
doivent satisfaire aux relations 

e(a?)=e(ar)eAJ^*+»-'^, 

e(x-^w) = e{x). 

La fonction 6 d'ordre un, restant finie dans le parallélo- 
gramme des périodes et possédant les deux périodes co, tît, 
doit se réduire à une constante, et par suite 6(^) est de la 
forme 

G désignant une quantité indépendante de x. 

Les fonctions 6 du premier ordre sont de la forme 






XI. — Sur les racines de 6(27) = o. 
Considérons la fonction 6 définie par les équations 



axn 



6 ci> = a t Tt / — I . 



La somme s des racines contenues dans un parallélogramme 
des périodes o>, m est donnée par la formule 



— r e'(«) . 



l'intégrale étant prise le long du parallélogramme. Cette for- 



r^'t,. 



^ 
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mule peut s'écrire 
or, en vertu de (i), 



6(a7-f-w) ~" 6(ar) 
on a donc 



e(a:-*-ïïT) "" 6(jr) 



6; 



2 






17 



-t-6a:+6m)dir 



GT y 



ou bien, en intégrant, 

(2) 2itf /— I = u>log^7— ^ — 'ïïlogx-T— ( -ha 6 h{a — 6)wi!T. 

^ ' w(o) ^(o) 2 2 ^ 

Mais 

-'^ — - — a -h nie /— I, 



log 



0(0) 



/n et /i désignant deux entiers; la formule (2) donne alon 



UT» 



27:* i/ — I = u)ô' — ïïTa'-h a b h(a — 6)(ogt h-. , , 

22' 

et, en négligeaùt des multiples des périodes, 

s ^ I wo — Tsja -+-a -^ o hacui? — oîhvsx 

2ir 1/ — I \ 22 / 



Dans le cas particulier où l'on a 

e(a7 4-(u) = e(a:), Q{x-\-w) — ^{x)e ^ 



tiu 



f^{X-hC) 



a = 0j 

il vient 

(3) 



a =0, 



b = 



9.TZI 



Oi 



/=^, *' = 



2ïr / 



^.•(^_c + «,) 




^ 



l 
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XII. — Formation des fonctions auxiliaires et doublement pério- 
diques admettant des zéros ou des infinis donnés. 

Théorème 1. — // existe une fonction auxiliaire d'ordre i 
possédant dans chaque parallélogramme des périodes eu, 
w, des zéros donnés. 

£q effet; toute fonction auxiliaire d'ordre i est de la forme 

Ao 60 -h Al 6, -i- ... -4- A/_i 6/-, = cp (a? ) ; 
si Ton pose 

on aura i — i équations permettant de calculer Ai, Aj, . . . , 
A|_, en fonction de Aq, par exemple. Si Ton pose encore 

cette formule permettra de calculer la constante désignée 
tout à rheure par c, au moyen de la formule (3) du para- 
graphe précédent 



s ou «0 "t- «1 -^ • • • -+- «/-i 



i(^-C-nWy, 



la fonction auxiliaire cp aura alors les i zéros ao, • • . , a/_{ et 
contiendra encore un facteur constant arbitraire. 

Théorème II. — // existe une fonction doublement 
périodique d'ordre i possédant i zéros donnés a©, a«, . . . , 
ûi-i et i infinis donnés 605 ^i» •••> ^/-m dans chaque 
parallélogramme des périodes que l'on peut se donner 
arbitrairement, avec cette restriction toutefois que les 
éros et les infinis doivent satisfaire à la relation 



z 



En effet, soit ^ une fonction auxiliaire d'ordre i possédant 
à l'intérieur de chaque parallélogramme des périodes eu, xs 
les i zéros ao, ^i, . . . , a/.i ; cette fonction existe et elle est 
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XIII. — Inyenion d'une intégrale elliptiqne de première espèce. 

Soit U un polynôme du quatrième degré en u : considérons 
l'intégrale 

= r^ 



X = 



Calculons ses périodes co, m: soient o et 5 les zéros de la fonc- 
tion inverse, a et ^ les infinis, on a p = 5 — a ; car on sait qu'à 
chaque valeur de u correspondent, à des multiples des périodes 
près, deux valeurs x et s — x de x. Considérons la fonction 
/{x) doublement périodique, possédant les zéros o, 5,* les 
infinis a, ^ et les périodes (o, rs que nous avons appris à 
former au paragraphe précédent. Soit enfin 



•" du 

7v 



flf ^)'n-y. 



F(w) est monogène et continue, elle est aussi monodrome; 
en effet, à chaque valeur de u correspondent une infinité de 
valeurs de l'intégrale jr, à savoir 

mu) -H /iBT -Ha? et mti)H-7iw-+-* — ar, 

qui donnent à/(:r)la même valeur et par suite aussi à F(m); 
donc F(f/) n'a qu'une seule valeur pour chaque valeur de u. 
Pour M = 00, ar = a ou ^ el f{x) = (x>, donc F(i/) = oo; 
du reste, si u est fini, x est fini et, par suite, F(«) est fini; 
F(u) ne peut être nul que pour/(j:) = o, c'est-à-dire pour 
x^^s ou o] alors u = o. Ainsi F(u) n'a qu'un zéro et un 
infini, à savoir o, oo; ce zéro et cet infini sont simples, car 

F'(«)=/'(x)g =/'(.) J.. 

Or y/U est fini pour w =: o (ou du moins on peut éviter le cas 
où U serait nul pour u = o); quant à/'(.r) il n'est pas nul, 
puisque 8o(^) et par suite /(a;) n'ont que des zéros simples; 
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pour prouver que l'inGni est simple, on considérera :^ — •• 

En résumé, F(w) a les mêmes zéros et les mêmes infinis que 
la variable u] leur rapport A est donc constant et F(w) = u 
en choisissant convenablement A. 

Il résulte de là que la fonction inverse de f{x) est l'inté- 
grale elliptique, et que par suite, réciproquement, Vinverse 
d^une intégrale elliptique est une fonction doublements 
périodique monodrome et monogène, 

XIV. — Relations entre une fonction doublement périodique 

et sa dérivée. 

Nous allons voir que, réciproquement, toute fonction dou- 
blement périodique du second ordre a pour inverse une inté- 
grale elliptique, mais nous allons généraliser un peu ce 
théorème. 

Théorème I. — Deux fonctions doublement périodiques 
u et V, dont les périodes sont commensurab les deux à deux 
et sont dirigées dans le même sens, sont des fonctions algé- 
briques l'une de r autre. 

En effet, soient mtoetnw les périodes de w, et soient m'io 
et n'xs les périodes de (^, m et n, m' et n' désignant des nombres 
entiers. Soit [x le plus petit multiple de m et m', soit v le plus 
petit multiple de n et n' : [aco et vw seront des périodes des 
deux fonctions; le parallélogramme de côtés [jlw et vw con- 
tient [xv petits parallélogrammes de côtés (o, w; à chaque valeur 
de V correspondent p valeurs de x, si v est d'ordre p, et a 
valeurs de u si u est d'ordre a; donc à une valeur de (^ corres- 
pondent dans le parallélogramme ((xto, vw), -^ -7 p valeurs 
de X et de u. De même, à chaque valeur de u correspondent 

IX V 

a valeurs dev: donc, comme les nombres des infinis de u 

et ç l'un par rapport à l'autre sont limités, u et v sont liés par 
une relation du desrré -^—-7 en u et -— 



en ç'. 
m' n mn 
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Supposons que ç = u' soit la dérivée de u : les fonctions u 

et p ont le même parallélogramme, mais u' est d^ordre plus 

élevé que u. Supposons u du second ordre, i/sera en général 

du quatrième ordre (il serait du troisième, si u avait un infini 

double), parce que les infinis de u' sont ceux de u avec un 

degré de multiplicité plus élevé d'une unité ; la relation qui 

lie u k u! est donc du quatrième degré en u et du second en u!. 

Soit 

UoM'«-f-Uitt'-hU, = o 

cette relation, Uo, U|, U2 étant du quatrième degré au plus. 
Mais u! n^est jamais infini que pour u = oo] donc Uo est indé- 
pendant de 2^ : on peut supposer Uo= i. En second lieu, la 
somme des valeurs de la variable x pour lesquelles u est 
donné est constante ; donc, si Ton appelle ^f et X2 ces valeurs, 
on a 

— l -f- ^^ =0 
du du 

ou 

I I 



donc 



u\ ' al ' 



— U- =0 ou Ui = o; 



donc enfin la relation qui lie une fonction doublement pério- 
dique du second ordre à sa dérivée est 

ou bien 

^ = V^Aa*-hBa»H-Ga»-+-Dw-f-E. 

CLSC 

Ce fait a été établi par M. Méray. 

XV. — Les fonctions auxiliaires de Jacobi. 
La fonction snj:, inverse de l'intégrale 
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a pour périodes 4 K. et 2 K' ^ — i , K et K' étant donnés par 
les formules 

K= f'xT^^' K'= r^rr^ (A''«-^ it» = 1). 



Ses zéros sont o, 2K, ses infinis K'y/ — i et aK-l-K'y^ — 1; 
elle sera donc égale au quotient de deux fonctions auxiliaires 
que Ton pourra former de bien des manières, ayant pour pé- 
riodes 4K. et aK'y/ — I, et s'annulant l'une pour jr = o et 

x= 2K, l'autre pour x = K'\/ — 1 et :c= 2K + K' ^ — i . 

Rappelons que, si une fonction auxiliaire du second ordre 
satisfait aux équations (p. 236) 

(i) î 4«»/=~l 

( e(ar-hra)=:8(:r)e ^ , 

ses zéros a, ^ satisfont à la relation (p. 288) 

ou 

(2) a-f-p = — 2C, 

et Q est une fonction linéaire arbitraire et homogène des deux 
fonctions 

VI — 7;7--[J(JLr+ltJLC-t-|l(lJL--l)CIl 

(3) 



e ^ 

(1= — go 



1^ = -»— J7r/:i 

e 



{!. = — «» 



Alors, si Ton prend to = 4K.j ® = 2K'y/ — i, a-j- p := 2K, 

et 2C ^ 2K, ou 2c = 2K -h 2K'^ — i, les formules (3) de- 
viendront, à Tordre près, 

2 "^ [(«|i.4-l)x+tlJiK+îK' |PÏ|Mli-t-l J 
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Non S représenterons ]a première expression avec Jacobi 
par 0(x), la seconde par H(x), après l'avoir multipliée par 



*^ ; nous poserons en outre 



q = e 






et nous supposerons la partie réelle de ^r- positive (*). Nous 
aurons alors, en groupant«les termes deux à deux, 

(4) e(j:; = i— ag ^^^~iC -T-^Ç^cos— ...zhag" cos — - zz..., 



(5) H(a:) = 2y*sin -j^r — 2^*sin — =r^ — . . .dz^y^ * / sm t^— nar 



H( j:) s^annulant pour j: = o est une des fonctions demandées. 

Soit a un zéro de S{x); comme B{x) a évidemment pour 

période 2K, 2KH-a est un zéro de S(x); donc, en vertu 

de (2), 

aK-t-2aîsaK ou aa^o. 

Ainsi a est égal à une demi-période; or 

e(aK) = i — y -f-y* — ... 



ne peut être nul, quel que soit q; donc 6(K\' — 1 )=:o et la 

fonction 6(;r) s^annulant pour x = K'y/ — 1 est l'autre fonc- 
tion cherchée : cela a besoin d'être confirmé par la formule ( 1 a ) . 
Indépendamment des fonctions OetH, dans cette théorie, 
il est utile de considérer les fonctions 6(a? -f- K ) et H(jr; -f- K) 
que Jacobi a désignées par 0| (x) et H| (x). On a évidemment 

(6) 0i(x)= i-hOiÇ cos- - H-. . .H- 2ar"cos — ^ -h.. ., 

J\ 2lV 

1 9 o /Î/H-1\" _„ , 

(7) Hi(a:) = aûr^cos-r/-i-afir*cos — 5^-4-. .. + aa\ • /cos — tz — itar-+-. 

^ aK ■' 2K ^ K 



K' 

(») Sinon K' est une période, — K' en est une aussi, if * s* partie 



K 



réelle positive, et l'on posera q = e ^, 
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Les fonctions 0, H, 0|, H| jouissent, comme il est facile de 
le voir, des propriétés exprimées par les formules 



(8; 



e (ar-h4K) = e {x\ H (a?-h4K)=H (x), 
e,(ar-t-4K)=ei(a:), H,(a? H- 4K ) = Hi(ip). 



iLn posantA = e 



(9) 



i ei(ar4-2KV^;^ Aei(ar;, H,(a:-+-2KV— 0= AHi(^) 



(lo) 



(II) 



I e ( — j:) ^e(a7). H (— a?)=— H(a7), 

e (a:-+-K)--e,(iF), II (j:-+-K)rrr H,(ir;, 
ei(a:-T-K; = e {x), Ui{x -^K) = ^U{x). 



Al ces formules on peut joindre, en posant 



B = e *»^~ 



(Ur+K'/— l) 



(I^) 



H (a: 
i 61(37 

[ H, (a: 



-r-KV- 



i; 



v/-^Be (a:), 
BH,(a:;, 

Bei(a:), 



que Ton démontre ainsi 



donc 



ei{x)=^^q'*'e 






-nx 



li^X 



«. / rr, / \ "V^ • — E — (/l.r-4-rtIC'/^l) 



OU 



1 



«v^-l 



It JL* 






q 'e 



I • 
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Mais — K'^ — I ne peut être racine quel que soil />, donc 

a = K -h K.\ — I : c'est un zéro de 64 (a:) ; ainsi la première 
des fonctions (4) est égale à ^\{x)j à un facteur constant 
près. 

On démontrerait exactement de la même façon que les 
fonctions 

sont, à des facteurs constants près, égales à 

y±:p\ « / SI» h ^-., Tcx, 
(5) { ^ "^^ 

Nous poserons 

6(ar) = 2/>*cosh -^i -h 2/>*cosh — rrj- -H. .., 



ira? , 2ir:r 

V 



(6) 



0,(ar) = i-f-2/?cosh -=Tr -H a/>* cosh -^ 

T,(a?) - 2/>^siDh —j^ -4-aj[?*sinh —=-7- -h..., 

2lv 2 Iv 

7)1 (ar) =1 — 2/>cosh -=,, -I- 2/?^ cosh -rj; 

Nous aurons alors, en appelant C une constante, 

^(x)^Ce^^^'e(x); 

sî, dans cette formule, on change x en a: 4- K y — 1 , on a 

(p. 247) 



OU, réductions faites, 
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En changeant j: en x -|-K, puis, de nouveau, en ^-rK' y/ — i, 
on constatera que Ton a 



TCx« 



e " e, "" H " H, ~ ^^ • 

Il reste à déterminer la constante C, ce que nous ferons plus 
loin. 



XVII. — Formule de Canchy. 



Posons 



F(-5)=(l-4-y<s)(H-5r^-l)(l-h5r»;5)(l4-^3^-i)...(l-4-^«'»-»;5)(H-^««-«^-«). 

Il est facile de voir que Ton a 



r2/I-»-l 



-1 r.-l 



OU 



bien 



F(ûr«z)= 1 ^ — ; F(z) 



(î^) 



F(7>z)(5r^ -f- ^«'') = F(^)(i -+- q'^^^z). 



Or on peut poser 

(3) F(-5)= Ao-+-A|(^-4-^-i)-+- Aj(^*-h^-*)-h...-+-A„(.5»-*-^-'»), 

Ao9 A|, • . ., Ayi désignant des coeffîcients indépendants de:;. 
Si l'on remplace dans (2) F(5) et Y{jq^z^ par leurs valeurs 
tirées de (3), on trouve 

(^-5 -f- 7««)[Ao-h A,(y«z-h 5r~«^-i)4-. . .+ AflC^*'»^'»-^- ^-«'»^-'')] 

en égalant alors les coefficients des mêmes puissances de z 
dans les deux membres, on a 

Aoy -I- Ai^«'»-»-« = Ai-h Ao^'«-^», 
Al y» -h A, y *«-»-* = A,-4- Ai7»«+», 
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OU bien 

I — q\n 



A, = A 







l — q 



XA+S 



(4) \ ^*"~^^ ^ — qtn^t , _ yS/.-»-* ^ » 



Art = Ao \ — r ^ — r • • T- ^" ; 



on déduit de là 






(5) 

( I — qtn-^t ] — ^Sn+4 

Pour déterminer Aq, on observe que A» est évidemment 
égal à ç.y'.gr'. , . y2/i+i — ^n». j^ dernière formule (4) don- 
nera alors 

OU 

Des formules (i), (5), (6), on lire 

!(j -h qz){\ -t- qz-^) . . . (i -i- 7»'«-»-s)(i 4- 7*«-»z-«) 

Nous allons maintenant supposer /i=:oo; le premier 
membre de cette formule devient alors le produit inGni 



n =«0 



lT(n-7»'»-»-»^)(i -i-<7*«+*-5-*). 



n = X 



La fraction qui entre en multiplicateur dans le second 
membre peut s'écrire 



U-^*)Hi-7*J^-.(i-î7»")' 
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et, par suite, a pour limite ~ La formule (7) devient 

TT(i-y«'») 

alors 1 

TT(i -+- ^»«+>-5)(i 4- g"»-*-»-3-*) JT(i — q^") 

1 1 

= lim [.+ /_- C. g (^+î)+--]- 

Désignons par Sm^i la somme des m 4- 1 premiers termes de 
la quantité entre crochets, Rm+i Isi somme des termes suivants, 
on pourra toujours prendre n assez grapd pour que Pon ait 

e désignant une quantité de module moindre qu'une quantité 
donnée a. Quant à R/114.0 si Ton appelle [x le module de q et 
V celui de Zj il sera de module moindre que 

-- Ct^T {'■ *ih i'-i]^T"{^'-^^:) ■■■■■ 

or on peut toujours prendre m assez grand pour que cette 
quantité soit moindre que a, car la série précédente est con- 
vergente, même lorsqu'on la divise par jjl'*; m étant ainsi 
déterminé, n étant indépendant de m, on peut toujours faire 
en sorte que mode <^ a, et alors 



1 



différera de Sm+i d'une quantité dont le module sera moindre 
que 2a; on peut donc dire que cette quantité est égale à la 
limite de S^+i et, par suite, on a 

TT(ï -h q^''-^^z){l -h ^*''-^*-70TT(i — q^") 
1 1 

Telle est la formule de Cauchy que nous voulions obtenir. 



!» 



« 
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XVIII. — Déyeloppement des foncUons anxiliaires en produits. 

Si, dans la formule de Cauchy, démontrée au paragraphe 
précédent, 

TT(iH-^îrt+i^)(i-f.^î«-hi5-i)lT(,_-yiii) 

Itr/^ K' 

~^ -T 

on fait 5 = e ^ ^ q =: e '^, il vient 

ce eo 

TT(I — ^'")JT ( ' -+- açr*'»-^-* COS^ -+- 5r*»+« j 
1 1 

= 14-2 y^q'^* cosn - - = Si(t). 

On trouve ainsi le développement de 6| (x) en produit et, en 

changeant^r en^ + K, enx-\-K.\/ — i etena:-f-K-hK\/ — i, 
on obtient ceux de 8, H| et H. On a alors le groupe suivant 
de formules : 

( I — 2q*C0S-rr- 4" y* ) ( I — 2y*COS-=T- -H <7'). • -, 

X( 1-f- iq^ cos-^ 4- y* 1( IH- 'i^*cos— -\- q*j, .,. 

Ces formules qui sont très utiles, fournissent des identités 

curieuses quand on y suppose x = Oy x := K ou x = — ; nous 
nous dispenserons de les écrire. 



X 
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Les fonctions B^ 7;, B|, 7|| donnent lieu à des formules 
analogues. 

Quand on pose dans la formule de Gauchy y = ^ = e *' 
eiz = e^ y on trouve 

m ta 



2, flTX 



ce qui donne le développement de 0| (x) en produit. En trai- 
tant cette formule comme celle qui est relative à la fonc- 
tion 6|, on trouve les développements suivants 

(x) — a/?* P cos h —rr, 

X ( l -f- ?-/)• COS h -i^T -f- /?* ) ( I -t- 2/?* COS h -j^ H- j5> j . . . , 

i-f-2/)cosh -=^ -*"/'')( i-H Vcosh -rrr -f-jo* ) 

ip^F sinh — ,t; 






( I — 2/)* COS h — ,- -t-/?* j f I — 2/?* COS h 



ira? 






(fiX \ / TZOC \ 

I — 2/?cosh -j^ -i-jo« W I — 2/>»cosh j^ -f- /?«]...; 

d'où Ton peut déduire une foule d^identités algébriques que 
nous nous dispenserons d'écrire. 



XDL. — Relations entre les fonctions de Jacobi. 

Les quatre fonctions H, 0, H,, 0| sont du premier ordre, 
leurs carrés sont dn second ordre* d'après (8), (10) et (9) 



;4 ' ^ • 



. r 



* 



r^ 
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du § XV, les fonctions n^{x), B^{x),U]{x), S^^{x) satisfont 

aux équations 

e(ar4-aK) = e(ar), 

par suite, Tune quelconque d'entre elles (p. 236) est une fonc- 
tion linéaire et homogène de deux d'entre elles. On peut donc 
poser 

j e«(:c) = AH«(ar) + BHî(a:), 
^'^ ( e»(a:)= CH»(:r)-f- Deî(:r), 

A, B, C, D désignant des quantités indépendantes de x que 

l'on déterminera en faisant a; = o, ^ = Ketj:=R-|- K'y' — i; 
on aura alors pour a: = o, en observant que H(o) = o, 

en faisant a; = K, ce qui annule H| (a:), on trouve 



en faisant a; = K -h K'y/— ' » c^ q"î annule 0|(x), on a de 
même 

^^ e«(K-hKV^) ^ eî(KV~i) ^ HÎ(o) 

Les formules (i) deviennent alors 
nous les écrirons ainsi 

eî(o) H«rar) , e«(o) hî(x) 



I = 



ra) 



H}(,o) e«(x) -HÎ(o) e«(ar) 
Hî(o) H»(a-) e'(o) eî(x) 

ej(o,t <d\x) eî(o) e«(x/ 
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et nous poserons 



(3) 



e{x) H,(o) 

U,(x) e(o) 

e(x) H,(o) 
Si(x) e(o) 
»(^) e,(o) 






H?(o)^^ 



\ e}(o) 

Les formules (2) donneront alors 

les fonctions \ [jl, v sont doublement périodiques. Il doit 
exister une relation algébrique entre ces fonctions et leurs 
dérivées ; cherchons la relation entre 'k et V, on a 

Or les fonctions H'(^)©(^) — ©'(^)H(^), H(jc)e(x) et 
H| (x)0| (x) satisfont aux relations 

e(a?-H2K)=e(a7)e«'^^, 

a/ X,# / \ A/ N "~ i? Î(X4-K'^-1) 

e(a:-+-aK'v/— i) = e(a?)e *^ ; 

donc Tune déciles est fonction linéaire et homogène des deux 
autres (p. 286); on peut donc poser 

i{'{x)e(x) — e\x)U{x) = AU(x)e(x)-hBHi{x)ei(x). 

Si l'on change a: en — x, il vient 

irU)e(ar) — e'(a7)H(ar) = — AH(:r)e(ar)+BHi(a?)ei(ar), 
donc A = o, et l'on a 

u'(x)e(x)-e'{x)ii(x)=zBUi(x)ei{x)\ 

si l'on fait a: = o, on a 

n'(o)e(o) = BHi(o)e,(o), 

L. — Traité d'Analyse, IV. 17 
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d'où 



on a donc 



ir(o)e(o) ^ 
~ ii,(o)e,(oj' 



SI nous portons cette valeur dans (5), nous aurons 

ou, en vertu de (3), 

dx ~ H,(o) e(o) 
Nous ferons 



Ui-X*)(i-A:îXï). 



.-. Hïo)ei(o )_ 

^^ ïl,(o) 6(0)' ^* 

alors nous trouverons 

dl 



gdx 



\{i-A^){i-kn^) 



on a donc, ou on peut même poser comme définition de sn x, 
cno:, ànûT, 

(7) \{x)= sngx, n.{x) = cngXj \{x)— dngx. 

Si, dans la seconde formule (2), on fait :c = K, on a 

_ u\(o) _^ e^ro) 

ou, en vertu de la quatrième formule (3), 



Nous poserons 



:.i-/.-*. 



(8) A-'--f:--, et ki-i-k'i = i 



î 
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. — Expression de sn^r, cn^, dn^? aa moyen des fonctions 

auxiliaires. 

En résumé, si l'on se donne K et R', on pourra former les 
fonctions 6(x), H (a:), B|(j:), H4(x), puis les modules 
[formules (3) et (8) du paragraphe précédent] 

et le multiplicateur [formule (6) du paragraphe précédent] 
Alors on aura [formule (a) du paragraphe précédent] 



X (a?) = sn gx 



'e{x) Hi(oj 



ou encore 



, , , 6,(3?) e(o) 

v(a?) = an /C'a? = — — — - — 

I H(ar) 
sn £^x = — ^ » 






r, ei(x) 



Si nous prenons le multiplicateur g égal à l'unité, nous 
établissons par le fait une relation entre K. et K', et les for- 
mules (3) deviennent 

(4) sn^=— ^-, cn^ = ^^-^, dn^=v/^^. 

La relation qui lie alors K à K' sera la relation (a), où l'on 
fera ^ = i , à savoir 

ii'io) e^Co ) _ 
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en remplaçant 6, H, H|, 6| par leurs valeurs, cette relation 
devient 



(5) 



/ i 9 



is 



5^* 



. . ) n -h 2 



2K 



(I ^ là \ 

q'^-^q'-r-q^ .. Je — 



^ -i- 'kç^ -hay'. . .) _ 



^q T- 'iq^ — 2q^. . ,) 



Les formules (i) donnent lieu aux relations 



(6) 



1 9 ti 

I -i- 'A g -t- 2 y * -h 2 y' 



— » 



(7) 



,^ ^ I — 2y-r-2y^— 27»-H... , 
I -r- 2^ -T- 2 y* -T- 2</' -}- . . • * 



la formule (5) peut alors s'écrire 



(8) 






et 



(9) 



K/A-^ _ q'* — ^q^ 



lA 

k 



jq * — 



7: 



i 9 iS 

q^ -T- q^ -r- q ^ 



XXI. — Usage des fonctions B, r^, 61, 7)1. — Galcal de la constante C 



Puisque l'on a 



U) 



6 

e 



II 



e, 



H 



7tr« 



t 



on aura aussi 



I Tî^^) 

snx = — = ^ — r> 






A-'rzi 



e«(o ) _ V(o) OiÇo) 

OKo/ '"~7),(o) 6(0)' 
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Nous pouvons maintenant déterminer la constante C qui entre 
dans la formule (i) ; en effet, on a 

Remplaçons dans ces formules H'(o), B|(o), ..., 6(0) par 
leurs développements en produits, en observant que 

H'(o) = lim pour ar = o, 



T/(o)=lim-^ pour a? = 0; 



nous aurons 



' ~ ~~(n- (7*7*0 V^*;^' • • • (I — 7y^i-^3j«TT'" ' 

on tire de ces deux formules (p. 254) 



V 



/ 



= Û - Î7*)(i - ^*) . . . (I -^ ^)Hi -i- y»)» . . . 

_ --=e,(o), 



1C 



ei(o); 



divisant ces formules membre à membre, en ayant égard 
à (i), on a 



/K_e,(o)_ I. 

V K' ■" 



e,(o) c 

ainsi la constante C est égale au rapport l/|p des racines 

carrées des intégrales complètes. 

Les formules (i) peuvent alors s'écrire 



? = ®i = !î = 5l = >^. eiK^ 

9 *1 T^ TQt /K' 



^ 
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XXII. — Périodes elliptiques. 

CherchoDS à former un système de fonctions elliptiques. 
En se donnant le module k^ on pourra calculer q ou, 

ce qui revient au même, le rapport rr- au moyen de la for- 
mule (p. 260) 

i 1 



(I) y/k = 



.-niq-T-'Z q^~r-. . . 

La formule (p. 260) 

TT I — 1iq-\-'?.q^ — a^'-r... 

permettra ensuite de calculer R et, par suite, K'. Quand on 

se donne A*, il y a donc une infînité de valeurs possibles pour 

K' . . 

K et K', le rapport -^ a une infinité de valeurs; mais, quand 

ce rapport est déterminé, K et K' sont déterminés. Il résulte 
de là que, comme snx ne dépend que de A", pour former 
une même fonction snx, on pourra employer une infinité de 
systèmes de fonctions 8 et H. 

On appelle périodes elliptiques les périodes 4^^ ^^ 

aK'y^ — I qui sont telles que K et R' soient des solutions des 
équations (i) et (2); ce sont, si Ton veut, toutes les périodes 
que l'on peut employer pour construire un système de fonc- 
tions H, 0, telles que l'on ait 

..^ U(x) n H,r.r) ^ fk ^^ix) i , ^ 

(^) ê^ = V/Asn., -^— = ^-^ en., — . = - dn.. 

Appelons R, et R', un système quelconque de solutions 
des systèmes (i), (2), "le parallélogramme des périodes 4^«» 
2R'^ ^r^i^ contenant seulement deux zéros de sn a:, devra être 
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un parallélogramme élémentaire, de sorte que, si K et K' dési- 
gnent les intégrales 

/* dx r^ dx^ 

on devra avoir, m, m', w, rt! désignant des entiers, 



( 4K, = 4mK-h2m'KV— I, 

(4) < 2Kiv/^=4«K-i-2/i'KV^i 

f m/i' — nm! = dr i , 

et, pour que les formules (3) aient lieu, il faut que cn:r s'an- 
nule pour j? = K, , et dn :c pour ^ = K| + K', y/ — i ; donc, 
en appelant a, ^, a', ^' des entiers, 

l K, --(2a4-i)K^- ^pK'/— ï> 

Il faudra aussi que -=^ ait sa partie réelle positive. La com- 
paraison des formules (4) et (5) donne 

4/7iK-h27n'KV— i=4('2a-+-i)K-H4.'2pK'/^, 
d'où Ton tire, en appelant a, 6, c, d des entiers, 

4Ki=(2a-4-i).4K-i-2^>.2K'\/^, 

Enfin la condition que rrr doit avoir sa partie réelle posi- 
tive donne 

(2a-M)(2C?-i-l)— 4^c =1, 

et fl + rf doit être pair. 
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(1) 



XXIII. — Déyeloppement des fonctions elliptiques 
en séries trigonométriques. 



Reprenons les formules de la page 254, <\^^ l'on peut écrire 

i-Ha^r cos-jT- -f-<7' ) f i-f-2y»cos— -hq^j,.., 
Hi (a:} = Qy * cos^ (^i-Ç* ^os^ _^ yv j / 1 _^ ^t ^^^X -^ ^V) - • - 1 

prenons les logarithmes des deux membres de^ formules pré- 
cédentes, et observons que Ton a, en supposant le module 
de r inférieur à l'unité (T. III, p. 290 ), 

I r* r* 
log(i — arcoscp -f- r*) — rcoso -4- — cos2(p -4- -5- cos3o ... ; 

nous aurons 

-Ioge(a:) 

= — log Q -f. 2 COS^ V gï^+i + - COS^^ V çrï(l/i-»-I) -f- . . . j 



ou bien 



1 ^/ \ 1 r\ 2ûr XI iq^ X 

— loge(a?) = — logQ H ^ cosTT - -1 ^ cosair ~ 

° 1 — y* K ai — g'* K 



• » 
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en différen liant alors ces formules, on trouve les suivantes : 



= 2 



t: / q . ira? 7' . mzx 7* . Stzt \ 

e(ar) K\i— y* K 1 — ^* K i— y« K / 

O'- (j?) iu / 7 . Tzx 7* . aira? 7* . Bira? \ 

ei(âr) K\i — gr« K \ — q^ K 1 — ^« K /' 

H'far> it ira? 

-ï« = — rr col—zT 

H(jr) aK iK 

ir / <7* . ira? 7* . aira: 7* . 3ira: \ 

K\i — y* K I — y* K 1 — 78 K / 

Hi (x) 71 ira: 

T. [ q^ . ira? 7* . aita? 7* . 3i:.r \ 

K\i — y* K I — q^ K 1 — q^ K / 

On tire de ces formules, par soustraction, 



sn'^ 



sn.a? 2K 



ir ira: air / q . ira? <7' . aira? \ 

— cot-=7 TT — i — sm-jT- H 2 — - sin-. - 4-.. . , 

iK aK K\i-r-^ K i-T-<7» K / 



co'iT ir ira? 



cnor aK °aK 



a 
"" K 

dn'a!' 



dn^r 
tn 



tn 



ir / 7 . ira: ût* . aira? 7' . 3i:a? \ 

\.\\ — q K 1 + 7^ K 1 — 98 K /' 

, Tz I q . ira: ût» . Sira» \ 

K\i — <7« K I — ^'^ K / 

'a: If / iî^ irarX 

IX • aK \ aK °aK/ 

ITZ / q^ . aira: 7* . Atzx \ 

h -rr ( — ~ — ; Sin— =7 i 2 — - sin— I h-. .. . 

K\i-+-^» K i-Hç* K / 



Relations nouvelles entre les modules et les périodes. 



Reprenons les formules (p. 269) 
^^ Hi(o; 0(0) "'• 
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Si, dans cette dernière formule, on remplace ô(o), Oj(o), 
Hi (o) par leurs valeurs tirées des formules (i) du paragraphe 

précédent, si Ton remplace H'(o) par / — ^^ — - tiré des 

■x = 

mêmes formules, on trouve 



* 11 



9*-^(l — y«)'(l-<7*)î(l — 9r6^1...X(l-4-y)»(l-^ <7»)«(l-|-9»)«... 



îK 



1 = i 



• I 



En supprimant au numérateur et an dénominateur le facteur 



^^1 -+-<7*)H»-^ (7^)-... X (1-^)^1-^»)'..., 



il reste 



formule qui peut s'écrire, en vertu des formules (i) du para- 
graphe précédent. 



(3) 



/^ = e,(o) 



ou encore 



(4) 4 /-— = I-i- 2^ -h açrVH- 2<79 4-. . .. 

Cette formule remarquable conduit à une proposition curieuse 
d'Arithmétique. Dans la formule (3) du paragraphe précé- 
dent, qui donne -. — > faisons .r = o; après avoir divisé par x, 
nous aurons 
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Si l'on traite de même celle qui donne > on a 



en combinant cette dernière avec (4), on trouve 



(lH-2^-4-2y*-f-ay'-f-...)* 

I — q^ I — q^ I 



^\\ — q 

OU bien y en développant en série les termes du second 
membre, 

A, B, C, . . . désignant des coefficients entiers et essentielle- 
ment positifs. Si Ton développait le premier membre, il 
devrait être identique avec le second; donc toutes les puis- 
sances entières de q devraient se trouver dans le premier 
membre. Or ces diverses puissances sont des sommes de 
quatre carrés ; donc : 

Tout nombre entier est la somme de quatre carrés {dont 
quelques-uns pourront être nuls). 

Si l'ouQ se rappelle la formule (p. 262) 



A = r-' 



\-T- 'iq -^ 'X ^* -I 'i ^'•' -T- . . . 

la formule (5) combinée avec (4) donnera 

2* ^ ' ^ I — <7* i— q^ 

OU bien 

A, B, C, ... étant tous entiers et positifs. II en résulte que 
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tout nombre entier impair est de la forme 

n« -4- n'* -+- n"» -h fT^ 



y 



rij n'y jf^ n'" désignant des nombres impairs; autrement dit : 

Le quadruple d^un nombre impair est la somme de 
quatre carrés impairs. 



XXV. — Formales d'addition. 

Considérons la fonction H(a; -i- a)H(x — a):=^{x)\ elle 
satisfait aux relations 

elle est donc du second ordre aux périodes aK et lYsJ \J—\n 
et par suite elle est fonction linéaire de deux fonctions quel- 
conques satisfaisant aux mêmes formules; or0^(j:) etH-(x) 
satisfont à ces équations ; on peut donc poser 

Pour déterminer A et B, on fera a: = o et ^ = a successive- 
ment, ce qui donnera 

— H«(a) = Ae»(o), 
orr: Ae»(a)-+-BIP(a), 



d'où Ton tire 



et, par suite, 



e^o)' e>(o) 



H(a7-ha)H(a? — a)=^ ^-j— 

En raisonnant d'une façon analogue sur les fonctions 

H(a: — a)0(a?H-a), H(a? — a)H|(j7 -h a), .... 
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on formera le Tableau de formules que voici : 

H(a? — a)H(:rH-a)= — — , 

H (a? — a)S{x -^ a) 

_ H,(a)e,(a) „, .^, . H(a)e(a) 

= H,(o)e(o) H(^)^(^)- HKo)e(o) "i(^)^i(^)' 

(1) { H(x — a)Hi{x-^a) 

= 8(0)6,(0) H(^)H,(^)- -eX^eT(^) ^(^)^^(^^» 

H(a: — a)ei(a?-f-a) 

= H,(o;e(o) H(^)«i(^)- H,-(^e(^®^^)"»^^^' 

A^^ ^^Ar^ , ^^_ e»(a)e»(:r)-Hna)H'(^) 
e(jr — a)e(a7-haj= ë^(ô) ' 

S(x — a)ll{x -h a) 

__ Ui(a)Si(a)U( T)e( x) ^ U( a)S( a)Ui(x)S^( x) 
"" ê,(o;Ili(o.) 

(2) '^ 0(27 — a)UI(iP-^a) 

_ e(a)e^(a)H(x)\{i(T)~U(a)B(a)e(x)Si(x) 

e(o)e,(o; ' 

B(^x — a)Si(x ~r-a) 

_ Hi(a)e(a)ll{x)ei{x)—U(a)e^(a)e(x)Ui(x) 

- e(o)Hi(o) 

En divisant (i) par (2) et en ayant égard aux formules qui 
donnent sn^, cnj:, dn^ en fonction de H(j?), B(j:), H,(x), 
Si{x)j on trouve 

sn^x — sn*a 

sn(x-4-a)= i i — ; 

' sn^rcnauna — snacnx anx 

en multipliant haut et bas par 

snarcn^ dna -f- sna cna: dna?, 
il vient 

(sn*a7 — sn*a)(sna7 en a dna -^ sna en a? dna?) 
8n(x-ha)= z z — ï — 4 z « — r~i 

(sn'a: — sn*a')Csna7 cna dna -4- sna cnar dnar) 
"" sn*a:(i — sii'a)(i — A'sn^a) — sn*a(i — sn*j7)(i — k^aa^x) 



1 
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En efiectuant les calculs indiqués et en observant que 
sn^^ — sn^a entre comme facteur au dénominateur, 00 a 
enfin les formules suivantes; en changeant x en a et a en 6. 

, ,, snacnb dnb dzsnb cnaâna 
sn(az^ b)= rr — -r ? 

, ,^ cnacnb nzsna sn6 dna dn6 
cn(a 'zb)" ^T- — — , 

-, , ,. dnaânbzz: k^ snasnb cnacnb 
dn(a ±1 b) = -^—r- — -y » 

, , ,. Xnadnbz^lnb âna 
in{a ±:b)= - 



tna inb dna dnb 



De ces formules on peut en déduire une multitude d'autres 
qui ont plus ou moins d'analogie avec les formules de la Tri- 
gonométrie, par exemple 

sn{a-^ b)-h sn{a — b) ~ G$nacD6dn6, 

sn(a-t-b) - sn(a — b) — G sn 6 en a dna, 

cn{a -fr- b) -{- cn{a — b )~ Gcnacn6, 

en (a — b ) — en (a — b) - — G sna sn6 dna dnb, 

dn(a -1- 6 )-r- dn(a — b)— Gdnadn6, 

dn(a - 6) — dn(a — b ) — — GA* sna sn6 cnacn6, 



ou 



G:^ 



1 — A* su* a sn*6 



XXVI. — Formules usuelles déduites de la considération 

des fonctions auxiliaires. 

Les valeurs de snjc, cn^, dno:, pour des valeurs particu- 
lières de la variable x se déduisent facilement des propriétés 
des fonctions 6, II, B,, H| et des formules suivantes qui 
pourraient servir de définition à snx, cnx, dnx, si elles ne 
s'étaient pas tout d'abord présentées dans le calcul des inté- 
grales ordinaires; nous nous bornerons à écrire ces formules. 
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leur démonstration ne présentant aucune difficulté : 



-r- IT/ » cnar =4/ -7- — -^ — , à\\x = Jk-^ , 



sna? a pour périodes 4 K et 2K'/ — i, 

en :r a pour périodes 4 K et 2 K -1- a K' / — i, 

dfijc a pour périodes 2K et 4KV — r, 

sniT s'annule pour 37 = et 2K, 

en a? s'annule pour a? = K et — K, 

dn JT s'annule pour :r = K -h K' /— 1 et — K -4- K' / — 1, 

sn^, eux, dn a; sont infinis pour :r = K' y/ — i et2KH-K'y' — i . 

sno — o, cno = i, dno = i, 

snK = i, cnK=o, dnK = A', 

snaK — o, cnaK = — i, dnaK^i, 

snK'/— I— X, cnK'/— i~3c, dnK'/ — 1 = oc, 

snaK'/ — * = o, cn2K'v^ — i = — 1, dn2K'v/ — 1 = — i, 

sn(2K -7- K'y/^^) = X, en = oc, dn = oc, 

sn (2K -4- 2K'v''— I ) — o, en— -^i, dn — — i, 

sn(K -t-KV— — '/:^ en- — ,- ^— i , dn — o, 

sn — j: — — sna:, en — en a:, dn — dna?, 

sn(2K ih ar) — :j- snj7, en — — cna", dn = dnrr, 

s/ — I (ln:r , / cnj^ 



s 



> 

SIIX' 



n ( K y — \-'r- X)— -, ^ en = — ^—, — > dn — — y — i 

en a? ,, sna' . k' 

sn ( K -^ a: ) — -i — 9 en — — k ~. — > dn =r - — , 
^ dna? dn^r dnar 

sn(2K'/ — i-Hx) — sna:*, en = — cna:, dn — — dn.r. 



Quand on change K en K' y — i et K' en K \^ — i , les quan- 
_ K- _ K 

tîlés q OM e ^ et p ou e *^ se changent Tune dans Tautre; 
de même fc et k' se changent également Tun dans l'autre en 



-1 •• * 'c ï ' ♦ r^- 



#'■ 



ii?>. 



n 
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vertu des formules (p. 246 et i5o) 



k'= 



e«(o) _ e«(o) 
ef(o) ~ eî(o) 



(1 -h 29 -h 2^* -4-, 
— 2/H- 2/>* — . 


...)« 
..)* 


(H-2/>-+-a/?*H-. 
(l — 2Ç H- 2^* — . 


..)* 
..)* 


(^1 -i-2y -h 2^*-+-. 


.y 



..)* 



aa 



En écrivant alors 6(^, ât), H(j:, Xt), .. ., sn(j;, Ar) 

lieu de B(j?), H( x), . . . , snj:, , . . , afin de mettre le module 

enévidence,ona,enchangeantKenK'y/ — i etK'^ — 1 enK. 



ira: 



TZX 



de même 



e(ar, X:') = 1 — 2/? cos -r 1- 21?* cos* : — . . ^; 

on en conclut (p. i5o) 

e(ar, A:') = 7),(iF/^, X-), 

e,(ar, A'')=ei(3rv/=~i,A:), 
11(07, A-')=-7-l=r,(:rv/-i,A-), 

d'où Ton conclut 



sn 



^ ^ ' ^ en (37, k') 



XXVII. — Théorème de H. Mittag-Leffler. 

Étant données des fonctions partout synectiques 
Gi ( ) > Gj ( ) , . . . , 

excepté e/i ai , ^2, • • . , et par conséquent que Von peut sup- 
poser développées en séries entières par rapport à - _ ^' 






^ 



-.r-- 
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y • • • > il existera des polynômes P^, Pa, ... entiers 

en X qui rendront convergente la série 

(1) (P,-HG,)-f-(P,-t-G,)-4-...-h(P«-f-G«)4-... 

partout excepté en a^^ 02^ • . , , an, • • • . 

En effet, décrivons de l'origine comme centre avec un 
rayon infini R un cercle, décrivons autour de chaque point a^ 
comme centre un autre cercle de rayon r^ assez petit pour 
qu'il ne contienne aucun des autres points ai , a^, ... ; si c'est 
possible on aura 

Jr. A^ — «V/ Z--X' 



dz 

z 



les intégrales étant prises le long des cercles de rayon R et / y- 
La fonction G ( ) tendant vers zéro pour 5 = oc 

\^ — Ov/ i — X * 

(p. 247, t. III), la première intégrale qui figure dans cette 
formule sera nulle et l'on aura 

Je ^ l I \ r I X ar|A-« x^ 1 , 

^ \z — €h]\z z^ z^ z'^(z — x)\ ' 

nous pourrons donc poser 

Py désignant un polynôme entier en x de degré \k que nous 
allons déterminer de manière à rendre la série (i) ou, ce qui 
revient au même, 



V=to 



(>) i;/<^^(i--vjci^'^ 



V=l '^ 



convergente. 

L. — Traité d'Analyse, IV. 18 



1 
■1 
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Soit Ov le module de a^; soient My le maximum du module 
de Gv sur le cercle Ty, p le module de a: : le terme général de 
la série (2) aura un module inférieur à 



/ 



"m. J^ M 



ou a 



27: My -j 

(ay— /•y)H'(ay— Ty — p) 

la série (2), et par suite (i), sera convergente si |x est choisi 
de manière à rendre 



2 



MvPl^rv 



(Oy— ry)|A(ay— ry— p) 



convergente, ce qui est toujours possible en prenant [jl assez 
grand, puisque p finit par devenir plus petit que Oy — Ty. 

Alors la série (i) représente une fonction synectique de x 
excepté en a^ a^, ..., qui sont des points essentiels. Elle 
représente même, à une fonction synectique près pouvant 
avoir un point essentiel à Finfini, la fonction la plus générale 
douée des points essentiels ai , a^» • . • • 

XXYIII. — Théorème de Lionville. 

Soit /(x) une fonction du second ordre possédant les 
périodes w, ns et les infinis a, s — a. Soit F(:r) une fonction 
possédant les mémos périodes et les infinis ^1, ^2? • • • ? ^p- 

L'intégrale de j—-^ — -..'T— prise le long d'un parallélogramme 

des périodes est nulle ; cette intégrale peut être remplacée par 
une somme de résidus. Les résidus relatifs aux infinis a: et 

5 _ ^ de j^]^}^^ «°°^/{î-! ^^/It^)' *° oi>^^«°iq°« 

/{x) est égal à /(s — x), ou que f'{x) est égal et de signe 
contraire ^/\s — x), la somme de ces résidus est 

F(x)—F(s — t) 



DES FONCTIONS DOUBLEMENT PÉRIODIQUES. 275 

on a donc 

F(r )-^ ¥ (s — x) i^ r F(z) 

l'intégrale étant prise autour des seuls infinis de F(z), ou, 
si l'on veut, 

En traitant la fonction / \' J ~ comme la précédente, et 

observant que la somme des résidus relatifs aux infinis a, 
s — a, a:, 5 — X est 

F(iF)-hF(5 — a:) — F(a) — F(5 — a), 
on a 

(2) F(x) + F(,-T)=F(a)+F(5-a) + J^^^-^^l^^. 
Or de (i) el ( 2) on tire 

ou, en appelant u. l'ordre de multiplicité de l'inGni ^, 
( F(a:)=i[F(a)+F(î-a)] 

où l'on a posé 

Dans le cas où les infinis de F(;?) sont simples, on a 

UM P(,),lir(.,^r(.-.,i^;-S "^';/W;^/-;^)l . 

Si la fonction F(j?) avait des points essentiels, la formule (3 ) 
aurait encore lieu, mais, pour pouvoir l'appliquer, il faudrait 
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se donner la nature de ces points essentiels , c'est-à-dire les 
fonctions G considérées dans le théorème de M. Mittag- 
Leffler. Un point essentiel a de F (a) donnant lieu à un dé- 
veloppement 

\x — aj X — a {x — a)» (a? — ay 

introduira dans la formule (4) ou (4 bis) des termes de la 
forme 



i[ 



^^f(x)+f{a) , A, d f{x)+f{a) 



, A, cP f{x)+f(a) 



■ • • la 



1.2 £/a* /(x)—f{a) 
De là on conclut le théorème énoncé par Liouville : 

Toute /onction aux périodes co, jss peut s^ exprimer en 
fonction rationnelle dhine fonction aux mêmes périodes 
du second ordre et de sa dérivée si elle n^a pas de points 
essentiels. 

Mais Liouville n'avait pas donné la forme de la fonction F (a:) 
au moyen def(x). Je l'ai donnée pour la première fois en 1 878 
dans les Nouvelles Annales de Mathématiques. 

Les formules précédentes ont besoin d'être modifiées quand 
les fonctions / et F ont des infinis communs ; alors, au liea de 
développer F (5:), on développe le quotient de F(j:) par une 
puissance convenable àef{x). 

XXIX. — Formules d'addition. 

Appliquons le théorème de Liouville à la recherche de 
sn(^-f-a) en fonction de sn^. Si, dans la formule (4 bis) 
du paragraphe précédent 
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on fait 

F(a?) = sn(a:-ha), f(x)=: snx, 
on aura 

61(37)= sn(ar-t- a)(x — K'/— ' + «)» 

6,(a7)= sn(a?-+-a)(rr-— K'/— i — 2K-4- a) 
ou 

sn(x-ha){x'{- KV— H-2K-f-a). 
Or on a 



sna? = 



X:sii(ar + KV— i) A: sn(ar— K'/— O' 
donc 

e — ^— KV— i-f-g 
*~ X:sn(a; + a_K'/irT) 
et, par suite, 

On a de même 

^ __ 4r — aK — KV— i-H-g _ a? — 2 K — K' /—- 1 -+- a 

A:sn(a7-Ha-4- K'/— i) ksnÇ^K-^-K'^— i — x — a) 

donc ■ 

ô,(p,) = -i- 

Enfin F (a) et F(5 — a) sont égaux à sn(a4-K'y,/ — i) et à 

sn(a — 2K — K'y/ — i); ils sont donc égaux et de signes 
contraires ; on a donc seulement 

, , I sn'a? -4- sn' ( KV — » — «) 

2sn(a?-+-a)=: -r hrr^ i 

I sn'ar-+-sn'(2K-t- K'^—i — a) 
^ snar — sn(2K-f-K'/ — i — a) 
ou bien 

- , . sn'a?-4-sn'i(KV — 1 — a) sn'a? — sn'(KV — 1 — a) 
ak sn(ar 4- a) = ^^ — ^= f ) — ^= ( 

sna: — sn(KY— i — a) sna7H-sn(KY — i — a) 
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OU bien eDcore 

, , . asn'j7sn(KV — » — a)-4-a sn3?sn'(K'v/-— 7 — a) 
2A:sn(ar-4-a) = ^^ — ^-y = — ^-^^ -- 

sn*ar — sn*(KV — * — ^) 

Or 

sn(K'v'^-a)=T-^, sn'(K'»/:^-a)=-v^; 

' ksna ^ ' Asn^a 

donc 



sna7sn'a-+- sn'arsna , 

k 



et enfin 

, ^ sn.rsn'a -r- snasn'a? 

c'est la formule déjà trouvée plusieurs fois, car on sait que 

sn'a = cnadna, sn'or = cnordnrr. 

XXX. — Multiplication des fonctions auxiliaires. 

Le théorème de Liouville permet de calculer snm^, 
en ma:, dnwi^r en fonction de sn^, cna; et dnx, mais on 
préfère ordinairement employer la marche suivante. On s'ap- 
puiera sur les formules (p. 269) 

©(a? -ha) f3{x — a)= t^t: — : > 



lî(x-\-a) ll{x — a) = 



(1) 



e«(o) 



ei(a:-+-a)8i(a: — a)= %^{o) ' 

Hi(a7-ha)H,(a7 — a)= %HÔ) 

Désignons d'abord par n un nombre impair, et considérons 
les fonctions 8(/i^) et 

dans laquelle m et m' doivent prendre toutes les valeurs 
entières comprises entre et H inclusivement, 
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valeurs qui fournissent alors n^ facteurs au produit 1 1. Les 
deux fonctions en question satisfont aux relations 

6(a?-+-2K) = 6(a:), _ 

a/ rr, / \ _!^^(/,«X+n«K'/=l) 

6(â?-f-2KV— = — « ^ î 

elles ont les mêmes zéros : donc leur rapport est à la fois 
doublement périodique et toujours fini, donc il est constant; 
on a donc 

B(n^) = Klle{x -f- - - + ^) ; 

faisant alors usage de la première des formules (i), en grou- 
paDt convenablement les facteurs du second membre, on 
trouve 

e(/i^)e"'-'(o) 



= e 



e.(:.) ^: -^--^ H.(«r) : 



on trouve de même 

H(nx)e"'-«(o) 



= «H(:r)JJ 



"'("^ — r^ ^J-^"'(^> • 



e,(/ia:)e'«'-«(o) 

= e.(^) JJ e.(^) )-'!- ^- - H.(^) 

■■--■-I j/2/nK am K V — '\ 

L '\ n n 

H,(/tar)e«'-«(o) 



= H,(*)]][| e'(a? 



et (^aU^ + 2m'K'v/-i \ ~| 
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Par division, on déduit de ces formules snnx, cn/ior et 
dnnx^ et Ton voit que ces quantités sont de la forme 

snnx = snx^^ cn/ia? = cna? ~» aniix = ûtïx r^t 

P, Q, R, V désignant des polynômes en sn j: de degré n^ — i . 
Si n est un nombre pair 2 m, en vertu des formules 

lïsnucnudnu 

sn^u= Y^ — r — , 

I — A-*sn*M 

en' u — sn' u dn* u 

cnai* = j- — r 9 

I — A:*sn*a 



on voit que 



, dn'a — A'*cn'asii*a 
dnau= 7-r — r » 



snx cnx dnarP 
sn^mx = ^^ > 

Q . R 

cn2/7tâ;= -^9 Qïi^mx = r^« 



P sera du degré ^m^ — 4> Q> R» V seront du degré 4^^* 
en sn^. 



XXXI. — Multiplication des fonctions elliptiques. 

Proposons-nous d'évaluer snm^r en fonction de sna:. Nous 
distinguerons deux cas, suivant que m sera pair ou impair. 

Premier cas : m impair. — Les périodes de snm^ sont 

4K 2KV~ . p . ^2i-hi j^ . a^-f-ii^, / 

j—, et 9 ses miinis sont 2 Js. H RV — i _ 

m m m m ^ ' 

ses zéros i Ces zéros et ces infinis sont au 

m m 

nombre de 2m^. 

On peut grouper les zéros deux à deux, de manière que 

leur somme fasse 2K; on peut également grouper les infinis 

deux à deux, de manière que leur somme fasse 2K; soient 

ai, a,, aa, a',, ... les infinis K'^/ — i et 2 K -i- KJ ^ — 1 excep- 
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tés; ûi, a\^ «2, a,, ... les zéros o et 2Â: exceptés. Suppo- 
sons a< -|- a'j = 2K, a2 H-a'j == 2K, ... a\-\- d^ = aK, . . .; 
consitlérons enfin les polynômes 

P = (sna? — snai) . . . (snar — snam«-i), 
Q = (sna? — snai) . . . (sna? — snam»— i)- 

La fonction ^ a les mêmes zéros et les mêmes infinis que 
snmx] donc, en appelant C une constante, 

^ Psna? 

SïiFnX = Li pr — y 

et snmx s'exprime rationnellement en sn^. On peut déter- 
miner la constante C en écrivant 

snmx ^ P 
sna? Q 

Si l'on fait ^ = o, on a 

^ sna] sn as . . . sn Umi—i 
sn «1 sn a] • . . sn oLm'—i 

ainsi C est connu. 

Deuxième cas : m est pair, — Les infinis de snmr peuvent 
toujours être groupés de façon que la somme des deux infinis 
d'un même groupe fasse 2K; aucun de ces infinis ne peut 

être égal àK' y/ — 1 ou à 2K 4- R'y/ — 1 ; cette fois snmz n'a 
pas d'infini commun avec sn^;. 

Groupons les zéros comme tout à l'heure; les zéros étant 

de la forme 1 y/ — i , ils pourront devenir équiva- 
lents à o ou à 2K qui sont les zéros de sna;; si l'on a i'=o 
et *==o ou i^=o et i = ni, les zéros de ^vIx = cnxàvLX 

sont K, 3K, K + K'y/ — 1, 3K + K'y/ — i ; ceux de snmo; 
pourront leur devenir égaux pour e = — ou — avec r = o 



ou r= — . Formons alors les polynômes 

U = (sna? — snai).. .(sna? — sna,^!-^), 
V = (sna7 — snaj). . .(sna? — sna,»»), 
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les quatre zéros communs à snmx et à sn'x ou à snx ne 
figurant pas dans U, et considérons Texpression 



:ç snrrsn â?; 



elle a les mêmes z'éros et les mêmes infinis que snm^r : doDc 

sn mx = G ^ sn a; sn a?, 

C désignant une constante facile à calculer. 

Il est facile de voir que les polynômes P, Q, U, V ne con- 
tiennent que des puissances paires de snx, car snma; est fonc- 
tion impaire de snor. 

XXXII. - Méthode d'Abel. 



H^- m^ -■- ^^^^^^^^^^ M ■ .I M ■ Ml ■ 

sn /ne/ est de la forme ^r ou ^ y/(i — ^^)(i — /:^x^), suivant 

que m est impair ou pair, P et Q désignant des polynômes 
entiers en ^ = snu. Abel a indiqué deux équations difl'éren- 
tielles auxquelles satisfont les polynômes P et Q et qui per- 
mettent alors de trouver ces polynômes par la méthode des 
coefficients indéterminés. Posons 

v/ït sn a = ar, /X: sn mu = y y 
on a 

dx —r- <^y "7= 



v/(-ï)('-*'ï) V('-?)(-**ï.) 



OU bien, en posant A* -h -r = aa, 

dx dy 



ou 



V I — 2aa7*-h a?* ni>J\ — 2ar*-f-^* 
f -p j (i — 2aa?*-4-a7*) — /n*(i — aa^*-4-^*) = o; 
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en différentiant, il vient 

maintenant posons, en supposant m impair. 



7=Q. 



nous aurons 



(-..«.+x.)[pg-(g)']H-(..-..)pg+™.Q.jJi 

P et Q sont des polynômes premiers entre eux; l'équation 
précédente doit donc se réduire à une égalité entre deux 
polynômes entiers du second degré, et Ton peut ajouter que 
ces polynômes sont pairs. En faisant j? = o et a: = oo, on voit 
que chacun des deux membres de la formule précédente est 
égal à /n^j:^; on a donc 

dV 

-4-2(a?9--aar)P ^ -H /n*(Q« — a?»?*) =o, 

«-"— >[«S-(§)'] 

-+-2(a:»- aa:)Q ^ -f- /n«(P« — a?*Q«) = o. 

Lorsque m est pair, on peut encore poser j^ = ^ > mais alors 

Pne sera plus un polynôme entier, mais bien le produit d'un 

polynôme entier par le radical \J \ — 2(x.x^-\- x*; néanmoins 
un raisonnement analogue à celui que nous venons de pré- 
senter prouve que P et Q satisfont aux mêmes équations diffé- 
rentielles. 



L 






fj- •"«•v ' * 
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1^; prise le long du parallélogramme des périodes, a une valeur 

constante C, et cette constante est égale au résidu 

ou, en appelant «j, aj, ... les infinis de /(s), 

en posant, pour abréger, /(s) = cp(5)(5 — a)'', n désignant 
l'ordre de multiplicité de l'infini a. 

On voit ainsi que /(a:) est développable en une suite de la 
forme 

éminemment propre à l'intégration : C, A, B, ... sont des 
coefficients à déterminer; quant aux coefficients A, ils satis- 
font à la relation 

en effet SA est le résidu Ae f{z) relatif au parallélog^ramme 
des périodes. 

Si la fonction /avait des points essentiels, son développe- 
ment se ferait d'une manière analogue, mais il se présenterait 
sous la forme d'une série ; pour l'effectuer, il faudrait se don- 
ner la nature des points essentiels {voir § 28). 



XXXV. — De l'intégrale elliptique de seconde espèce 
L'intégrale elliptique de seconde espèce 



se transforme en 



X >/i^l-X^)(,i-k^X^) 

Jf sn*a7 dx^ 
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quand on y remplace x parsno;, et c'est cette intégrale que 
nous allons étudier. 

Décomposons à cet effet sn^^; en éléments simples par la 

méthode de M. Hermite. Ses périodes étant 2K et aK'^ — i, 
on posera 

air/— le/ «(^ — a?) 

rintégrale étant prise le long d'un parallélogramme des 
périodes y et, comme H (-5 — x') n'a qu'un zéro x^ on aura 

(.) G = sn«. + ^((sn..))'Î^J^. 

Or on a 

_ I H(aT) 



sn^ X n'a qu'un infini, mais il est double, et il est égal à K' y/ — i . 

En changeant x en Ky/ — i + h dans la formule précédente, 
on trouve 

le résidu qui entre dans la formule (i) est le coefficient de 7 
dans le développement de 

sn«(K /— 1 4- ^} — ; — -. _ { 

H(K/-i — ar — A) 



ou de 



"" k n\h) ie{h — x) 2K J 

JL ' [ ex A — a:) _ iry/^"] 
k* sn^hl^h — x) 2K J* 



or la limite de —r- pour A = étant un, le résidu cherché 



sera 



A 

A» û^x 6(07) "" X:* e»(ar) ' 
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on aura donc 

C = sn'a; -+- -ï ^ — - — ^ — ^^ — • 

k* e«(a:) 

et, pour :r = o, 

k^ e«(o/ 
d'où l'on tire 

,, , e'(o) e'(a7)e'(a:) — e'î(a?) 

k^sn*x= — ^ — t — ■ — -^ — - — ^^ ^^ — - 

e«(o) ei{x) 

Si l'on intègre et si l'on pose 



Z(x)= I k^sn^xdx, 



on a finalement l'expression que Jacobi appelle l'intégrale de 
seconde espèce Z(x), à savoir 

Z(^v e-(o) e'(x) 
^^ e«(o; e(a?) 

La fonction Z(^) est donc monodrome et monogène et 
s'exprime au moyen de la fonction 0; réciproquement on 
peut avoir en fonction de Z(x). £n effet, de l'équation 
précédente on tire 

et, par suite, 

e(o) 



e(ar)= 6(0)6®'^"^ * 






XXXVI. — Addition des fonctions de denzième espèce. 
On a trouvé, en posant ^ = ^^7— ^> 

Z(^) ^J'k^sa^xdx = Car- 1^; 
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on en conclut 

donc 
OU bien 

Z(a7 -*- j^) -4- z(x - r) - 2Z(^) = - 5jiog-^ ^jjj^;^ — ^. 

Or on a trouvé (p. aôg) 

la formule précédente devient alors 

où nous avons introduit sous le siffne j- la constante ^., : 

^ dx ^*(>') 

en ayant égard aux formules qui donnent snx (p. 262), on a 

Z(;r-f-j')-î-Z(a?— j^) — 2Z(a7) = — ^ log(i-- A:*sii*a?sn«^) 
ou, finalement, 

Changeons j: en^ et^ en x^ en observant que 

Z(— ar) = — Z(a?), 



on a 



rt, X -7/ X «7/ X 2A:*sn«â?snvcny dnv 

L, — Traité d'Analyte^ IV. 19 
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en combinant cette formule avec la précédente, 11 vient 



Z(ar-K^) 



OU bien 

(I) 



k^snx sn^(sn^cna?dna: -h snxànyctïy) 
I — X:'sii*a7sn*j/' 



Z(a?-i-y) = Z(a?)4-Z(^) -\- k^snx sny sii{x -+-^). 

C^est dans cette formule que consiste le théorème de l'addi- 
tion des fonctions de seconde espèce. On en déduit, en chan- 
geant y en —y, 

Z{x — y) = Z{x) — Z{y) — ^*sna?snj^sn(a7 — y). 

Ces formules, comme on le verra, sont susceptibles d'une in- 
terprétation géométrique remarquable. 



XXXVII. — Intégrale elliptique de troisième espèce. 

L'intégrale de troisième espèce, que l'on peut mettre sous 
la forme . 

I z^Hz 



f 

•/o 



I — ns>52 yf^(,_^ï^(,_X:ï^î) 



prend la forme suivante quand on y fait -3 == sna; et n = Arsn a 



X 



dx «n'a? 



I — X:*sn*asn*2: 



Pour obtenir sa valeur, nous décomposerons - 
en éléments simples; à cet effet, nous poserons 

_ /* I dz^^w'^z H'(z — x) 

~~J 21c /^^ ^ — X:*sn*asn'z H(-3 — x) 



sii*ar 



k^ sn^asn^x 



la fonction 7^ — : r- ayantpour périodes 2 Ket 2 KV — i , 

si l'on suppose l'intégrale prise le long d'un parallélogramme 
des périodes, la quantité G sera constante et l'on aura, en 



DBS FONCTIONS DOUBLEMENT PÉRIODIQUES. 291 

observant que H(z — x) s'annule seulement pour z=za:, 

c = ^"'^ ^ r s"'^ n'(z-T) 

I — X:«sn*asn«^ 0({i-. k^sn^asn^z)) H^z — x)' 

Pour évaluer le résidu qui figure ici, nous commencerons 
par résoudre l'équation 

i — k^sn^asn^z =0, 
que l'on peut écrire 

= /cisn^(z-^K'^^) 
ou 

sn«a = sn*{z -h K' /^ ; 
on tire de là 

sna = dz sn (^ -+- K' /^^, 
d'où l'on conclut 

le résidu que nous cherchons sera alors 
ou, au signe près, 



aA-«sn»acn(a-+-K'/=^)dn(a-f-KV~i) H(a4-KV^-ar) 

2A:îsn«acn(a--KV-i)dn(a-KV-i) H ( - a + K V-TTU^ 
OU enfin 

' r e'(x — a) __ e^(ar-ha) -] 

2X:>snacnadna ie(x — a) e(a?4-à)J^ 

on en conclut 



— A:*sn«asn«a? aAr'snacnadna Le(ip — a; e(a:-ha)J 






ï 



^ t 
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Pour X = o, on trouve 



C=-2 



8(a) 2X'*snacaadoa' 



on en conclut 



I — A:*sn*asn*a? "" B(x — a) 6(a?-t- a) 8(«) 

et, par suite, 



f. 



' k^snacnadnasn^x _ xS'(a) j^. 6(a? — a) 

CLX •— '7^~^ 7^ ~T~ jT lOj 



1 — A'sn'asn'a: 



e(a) 



'S 



8(ar-f- à) 



On voit, en résumé, que toutes les fonctions elliptiques dé- 
pendent d'une seule et même fonction 6. 
Si l'on pose, avec Jacobi, 



(I) 






la formule précédente s'écrira 

(2) 






-a) 



«) 



et, en changeant x en a et a en x, 

en soustrayant ces deux équations l'une de l'autre, on a 

ce que l'on peut encore écrire 

II(a:, a) — n(a, 3?) = a:Z(a) — aZ(a7). 

C'est dans ces dernières égalités que consiste ce que l'on 
appelle \ échange du paramètre et de V argument. 

Si l'on divise les deux membres de (i) par a et si l'on fait 
a = o, on trouve 
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c'est-à-dire 

limH£l^=Z(^). 

a ' 

La formule (2) donne alors la formule du paragraphe pré- 
cédent 



XXXVIII. — Intégrales complètes. 

Les quantités 

J= r X:»sn«a?rf:F = Z(K), 



f A:«sn«xrfa' = Z(K-+-K'/=n[)— Z(K) 

s'appellent les intégrales complètes de seconde espèce; si, 
dans la formule 

Z(x)= Car— ■ ; S 
on fait j; = K, on a 

(a) J = ÇK; 



si, dans la même formule, on fait ^ = K + K'y/ — i, on a 

e(KH-KV-i) 



or 



d'où _ 

e'(T-<-K'v/^) ^ U'jx) tt/— 1 

et, ea faisant ^ = K, 

9'(K-i-K'/I^) ^ H'(K) Tc/irr 
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XL. — Utilité des fonctions Al pour le développement 

en série. 

Les fonctions 6 sontdéveloppables en séries ordonnées sui- 
vant les puissances croissantes de Xf mais ces fonctions sont 
loin de se développer aussi facilement que les fonctions Al, 
dans le développement desquelles le module entre sous forme 
entière. Pour effectuer le développement des fonctions Al, on 
part d'équations linéaires que nous allons d'abord établir. 

On a trouvé 

donc 

si, dans cette formule, on remplace x par a: -f- K, 

on a les formules suivantes : 

d*\osU(x) ^ _JL_ = r 

dx^ sn^ar 

dx^ "^ dn«a: "" ^' 

d*\o^îii(x) dn'ar __ 

cte* cn*a? "" 

En introduisant alors les fonctions Al, on a 



(a) 



.,- rf»AI, /rfAI,\» .,, 



c^a:» 



AU 



dx* 



Al 



ûte« 



_(^)V*.*„= 



^ff- -rfi.. 
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Ces équations du second ordre sont éminemment propres au 
développement en série par la formule de Taylor, car on peut 
en déduire les dérivées successives des Al; nous n'effectue- 
rons pas ce développement, nous ferons seulement observer 
que les coefficients du développement sont des polynômes 
entiers en k^ (p. 127). 

Si, entre Féquation 

déloge ,. , V 



ou 



-f- A:*sn*a? = 



et 

sn'*a? = (i — sn*a7)(i — Xr'sn*^?), 

on élimine snx, on aura 

/d*uy ,d^u/ d*u\/,^ d^u\ 

u désignant logAl(^). En faisant -^-^ = v, on a 

dj 



^ =2v/(i-+-v*)(i-t-A:«v«), 



et les quatre fonctions — -^ — - satisfont à cette équation. 



XLI. — Équations aux dérivées partielles. 

On a 

e(a:) = I — Q17 cos-|T- 4-2g»cos— jp ... 

/lira? 



-h( — l)«2^'»*C0S— jT .-..., 

on en conclut 



dx^ 



(1C\» ICiF /27r\« . aiTi 
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D*un autre côlé, on a 

q j^ = — agcos— -h2.4g*cos^^ ... 

il en résulte 

^ c^gr "" VK/ c^ar* K dq àx' 
si Ton remplace par Al, on trouve alors 

-r-T- -+- 2Â:*.5 h ikk^ -TT- -4- ^*-5* Al = O. 

àx^ dx dk 

On arrive d'une façon analogue à des équations différentielles 
pour Al<, AI25 AI3, ne différant de celles-ci que par le der- 
nier terme qui, au lieu d'être â:^^* Al, est 

(A:'«-^X:»a7»)AI„ (i-f- A:«^«)A1„ (A:«^ A:«ar«)Ala. 
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FONCTIONS MODULAIRES. 



I. — Équations différentielles entre les périodes. 



Désignons par A le radical y/( i — ^'^){^ — k'^x'^) et posons 



/dx r. 



les intégrales étant prises le long d'un contour fermé conte- 
nant deux des zéros de A, on aura 



<■> '" d. 



(du ^ , rdx a?' 
dk~ J '^ i — k^x^' 

dk" J T I — >t*a:«' 



De Téquation identique 

d x(\ — J7*) I — a?' k^x^ 

dx Â "■ ""Â (I — X:«a7«)A' 

en vertu de (i), on tire, en intégrant, 

, ^ k'^ du 

d'ailleurs on a, en vertu de (i), 
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Ces formules (2)et(3) conduisent aux équations du second 
ordre 

Les équations (4) et (5) sont satisfaites quand on remplace u 
par une période quelconque de l'intégrale elliptique de pre- 
mière espèce, et v par une période de l'intégrale de seconde 
espèce. Ainsi, par exemple, A et B désignant deux constantes 
arbitraires, AK -j- BK' sera l'intégrale générale de (4)- 
Reprenons l'équation (3) et écrivons-la ainsi 

du k , 

si l'on pose successivement dans cette formule 

/* a«î dx r^ J 

et 

1 , 



on aura 



dK 
dk 

dK' 






dk 
et, en remplaçant J et J' par leurs valeurs (a) et (6) (p. 294), 

dK __ k / K\ 

dk^V^y^^^T^)' 

— A fv'— r ^' — -Jl—\ • 
'^ k'^\ ^k^ aKA'V' 



dK' 
dk 



J 
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rélimination de s entre ces deux formules fournit la relation 
très importante 

K'dK — KdK' K 
^^> dk = itF>' 

dont oous aurons bientôt Toccasion de nous servir. 



II. — Définition et propriétés des fonctions modulaires. 

Nous avons trouvé (p. 269) entre les modules et les périodes 
les relations 



O) 



(^) 



; ^ et(o) 6,(0) (i-Hy)*(n-5'»)Hi + ^*)'... 

i ^ (I -/>)«(! -/>')'(! -/>')'.. . 

( /p^ e(o) ^ e(o) ^ (,-y)«(i-y3)»(i_yB)i... 

^ ^ ei(0) e,(0) (i-|-5r)«(H-y3^«(l-hgr»)î... 



D'ailleurs, si l'on fait -rr- = p et si l'on pose 

^ (l-/>)(l-^/>3)(l-^»)... 
(I -+-/?)(! 4- /?«)(I -+-/?«)...' 

_(i-g)('-y')('-y')-- 



(4) 



*^P^ (i + g)(l-4-gr')(l + gr»)... 



on aura 



A-« = (p8(p) et A:'« = 4^«(p); 
il ne faut pas d'ailleurs oublier que 

-ir- -7:- -î 
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Les fonctions ^ et ^ sont ce que Ton appelle les fonctions 
modulaires. Elles ont été étudiées par M. Hermi te (Co/n/7fes 
rendus de l'Académie des Sciences, i858). Liouville s'était 
occupé, dès 1840, des fonctions KetK' considérées comme 
fonctions de k^ (Comptes rendus de VA cadémie des Sciences , 
1840; reproduit dans son Journal, même année); il a prouvé 
que ces fonctions ne sauraient être réductibles aux. fonctions 
algébriques. 

Première propriété. — Les fonctions modulaires sont 
monodromes et monogènes dans toute l'étendue du demi- 
plan situé à droite de l'axe des y; elles ne sont pas définies 
pour les valeurs de p situées à gauche de cet axe; le point 
à l'infini est un point essentiel. 

C'est ce qui résulte de leur définition même par les équa- 
tions (3) et (4). 

Deuxième propriété. — Si Ton écrit les formules (3) et (4) 
en mettant à la place de/? et ^ leurs valeurs (5), on voit que 
Ton a 

Troisième propriété. — On a évidemment aussi 

et, par conséquent, 

(p(p -h 2 v/^) = e *~<p(p); 

il en résulte que <f{p) se reproduit au facteur e * prèSy 
quand on change p en p -h 2 y/ — i : donc ^^{p) a pour pé^ 
riode 2 \J — i . . 

Quatrième propriété. — On a 



donc ^(p) a pour période 2 y/ — i. 
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Cinquième propriété. — Quand on remplace dans le calcul 

de k les périodes 4K et aK'^ — i par d'autres périodes ellip- 
tiques, k conserve la même valeur^ donc, quand on pose 

2/w-i-n-a/np/— 1 



on a 



?*(pi)= ?"(?)» '!'*(pi)= ^'^(p)- 



III. — Fonctions modnlaires inverses. 



Nous poserons 

ç8(p)==a7, 

et nous en déduirons 

p = m(ar). 



Voici maintenant quelles vont être les propriétés de cette 

K' 
fonction xsi^x). Cette fonction est égale à y» K.' et K étant 

donnés par les formules 






"-y 




.1 






v^-4î»)(i-^^-t-^U«) 

OÙ k^ = x, 

K et K' sont des fonctions sjnectiques de k^ = x quand le 

point a^ n*est pas contenu dans un contour fermé renfermant 

K' 
Tun des points o, i . Il en est de même de -rr- = cy(j:). 

Examinons ce qui se passe autour du point o. On peut 
développer K en série ordonnée suivant les puissances de X:^, 
et Ton a 

1 /T-^A a 2.4 / 



K=.[i^(iyA-.-.(i-^)V-....]; 
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mais Téquation (6) du § I, à savoir 

K'dK — KdK' _ 71 

divisée par la précédente élevée au carré, donne 

K d? i If /i\«, •]-» 

Il en résulte que ^^ est développable sous la forme 

et que Ton a 

I /, A: .A* -, A* .kl ^kl \ 

•^■^ity^Ao 2 4 2 4 / 

Xto, Po) a, B, ... désignant des constantes. On voit que 

— jsix) -i- Tîj(a7o) = — log h A h. . . 

et, par conséquent, m (a:) prend autour du point o une infi- 
nité de valeurs qui se permutent les unes dans les autres 

I X 

comme les valeurs de loff— • 

271 ^ X^ 

Pour voir comment se comporte la fonction isi^x) dans le 
voisinage du point iP = i , on développera K' suivant les puis- 
sances de A:', et Ton aura 



K'=,[,H-(i)V. + ...] 



et, en faisant usage de la formule (A.) déjà employée tout à 
rheure, on trouve 



.il. 



-i'=dpha)'^--j 



ou 



dk 



-^ = ;^-['-^G)**"-^-] 
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et, en intégrant, 



jt Kl 







ou 



— ?îj(ic) — w(a?o)= — log '— 

^ 27t ^I Xq 



et Tn{x) se comporte dans le voisinage du point i comme la 

1 
fonction log 



ï — X 



ITZ "^ 1 — Xq 

En dehors de ces points o, i , oo, qui sont les seuls points 
critiques de nj(x), cette fonction n*est jamais nulle ni infinie ; 
il faudrait en efiet, pour qu41 en fût ainsi, que Ton eût K ou 
K/= o, car ni K ni K' ne sont jamais infinis, mais 

sn(:p-î-2K) = — sno?, 

quel que soit x : donc K ne saurait être nul ; pour une raison 
analogue, R' ne peut pas s'annuler; donc t*j(j7)= -=^ ne peut 
s^annuler non plus. c. q. f. d. 



IV. — Théorème de M. Picard. 

Théorème I. — Soit G(x) une fonction synectique dans 
toute l'étendue du plan, mais possédant un point essentiel 
CL l'infini; si a et b sont des nombres tels quHl n'existe pas 
de valeur finie de x^ telle que Von ait G(:r ) = a, G(a:) = 6, 
la fonction G(j;) se réduira à une constante. 

On peut, sans nuire à la généralité, supposer a = o, 6 = i ; 
car, sif(x) est une fonction qui ne passe ni par la valeur a 

ni par la valeur 6, il existera une fonction G(^)= \_J~ 

qui ne passera ni par la valeur o ni par la valeur i pour des 
valeurs finies de x. Nous sommés donc ramenés à démontrer 
que, si une fonction G{x) ne passe ni par la valeur o ni par 
la valeur i, elle est constante. 

A cet effet, considérons la fonction Tij[G(a:)], rs(z) dési- 
L. — Traité d'Analyse, IV, ao 
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gnant la fonction modulaire inverse étudiée au paragraphe 
précédent. Cette fonction m [ G (.r)] est monodrome; en effet, 
G{x) ne devient jamais égale à o ou i . Alors, quand le pointx 
décrit un contour fermé C, le point w[G(j:)] décrit un con- 
tour correspondant C; si l'on suppose que le contour C se 
déforme et devienne infiniment petit, le contour C se déforme 
aussi sans jamais franchir les points o, i et devient lui-même 
infiniment petit. Les valeurs initiale et finale de G{x) et de 
ïïj[G(j;)] sont restées les mêmes, et comme, en dernier lieu, 
elles sont infiniment peu différentes, il faut qu'elles soient 
restées les mêmes : le contour C' est donc fermé, et la fonc- 
tion ^[G(:r)] est monodrome dans toute Tétendue du plan. 
Mais la fonction ^-^^i^ix)] ^^^ synectique dans toute Télendue 
du plan; comme T3[G(x)],elIe a un module toujours inférieur 
à un, puisque la fonction tît a sa partie réelle positive; donc 
g-cric(x)]^ ayant un module toujours inférieur à une quantité 
finie, est une constante; donc ^[G(j?)] est une constante, 
donc enfin G(^) se réduit aussi à une constante. 

c. Q. F. D. 

Théorème II. — Soitf{x) une fonction qui n^a d'autres 
points singuliers à distance finie que des pôles et qui est 
d^ ailleurs toujours monodrome et monogène : Une peut y 
avoir plus de deux valeurs finies a et b que f{x) ne puisse 
prendre pour des valeurs finies de x. 

Si la fonction /n'a que des pôles, elle peut se mettre sous 

la forme /(x)= 7,^7—^^? G| et G2 désignant des fonctions 

synectiques dans toute l'étendue du plan (t. III, p. S^i); 

or, /{x) ne passant ni par la valeur a ni par la valeur i, on 

n'aura jamais 

Gi — aGj = o, G| — 6 Gj = o : 

donc on peut poser 

G, — a G, = e»*, G, — 6 Gj = eQ, 
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P et Q désignant des fonctions synectiques dans toute 
l'étendue du plan ; par suite, 

^ be^^ae^ _ e^ — e^ 

ù — a — a 

et 



f(x) = 



y — fiU 



Je dis maintenant que l'on peut satisfaire à Téquation 

c'est-à-dire que Ton peut prendre f{x) égal à c. Gomme a, 

6, c sont des nombres différents, -, n'est ni nul ni infini ; 

en le désignant par A, l'équation précédente donne 

P — Q = logA -h irmz /— ^ 1, 

Or la fonction P — Q n'a qu'un point critique au plus et à 
l'infini, il n'y a qu'une valeur qu'elle ne puisse prendre; elle 

pourra donc prendre l'une des valeurs de logA + 2 mi: y/ — i 
à moins d'être constante, mais alors la fonction f{x) elle- 
même serait une constante; donc, etc. c. Q. F. D. 

Ces deux théorèmes ont été démontrés par M. Picard 
{Annales de V École Normale, 2* série, t. IX; 1880) qui 
leur a donné une certaine extension. Il serait bien à désirer 
que l'on affranchît leur démonstration de la considération 
des fonctions elliptiques. 

y. — Sur le problème de la transformation. 

Le problème de la transformation, tel que l'a posé Jacobi 
dans les Fundamenta nova, semble surtout avoir pour but 
la simplification des intégrales elliptiques et leur réduction 
aux types définitifs, canoniques, si je puis m'exprimer ainsi; 
mais le problème de la transformation conduit à l'étude des 



1 
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fonctions elliptiques, considérées comme fonctions du mo- 
dule. 

Nous restreindrons le problème de la transformation au cas 
particulier que voici : 



0) 



Etant donnée U équation différentielle 

dx dy 



trouver dans quels cas y peut être fonction algébrique 
dexety quand y est fonction algébrique dex^ déterminer 
cette fonction. 

C'est Al>el qui a posé la question en ces termes et qui a 
donné en même temps les moyens de la résoudre; Jacobi 
supposait seulement, comme on se le rappelle, y fonction 
rationnelle de x. Si nous désignons, pour abréger, par A(j:, k) 

le radical ^(i — ^^)(i — k^x^)^ Téquation (i) donnera, en 
appelant a une constante et en égalant chacun de ses deux 
membres à dz^ 

/^ dx _ r^' dy a 

d'où Ton tire 

x =iSii{z, k), y = sn{giZ-\-aL, kl). 

Le problème de la transformation, tel qu'il a été posé par 
Abel, peut donc s'énoncer ainsi : 

Étant donné un module A", déterminer un nouveau mo- 
dule ki , tel que sn{gi s + a, A-| ) soit lié à sn(5, k) au moyen 
d'une équation algébrique. 

Nous nous occuperons seulement du cas où sn{gi z-\-cl, Ai) 
peut s'exprimer rationnellement en fonction de sn(;;, k) 
ou sn^, auquel nous adjoindrons cnz et dn^. 

Ainsi, en définitive, le problème de la transformation pour 
nous va consister à : 

Calculer sn(^|5, k^), cn{g^Zyki), dn(«^«5,Xri), en fonc- 
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tion rationnelle de sn(5, Â), cn(;;, A*), dn(2, A"), toutes les 
fois que ce sera possible, et à déterminer les cas dans les^ 
quels la solution est possible. 

VI. — Rédaction du problème. 



Désignons par 41^ et 4K.'y/ — i un système de périodes 
elliptiques (p. 262) commun aux. trois fonctions sn(^, Ar), 

cn(2:, k)j dn(^, Xr), et par 4K.|, 4 ^\ v/ — * ^^ système de 
périodes elliptiques commun aux trois fonctions sn(^< x^k\)^ 
cn(^ij;, Xti), àn{g^x^ kx)* Les dernières fonctions devant 
s^exprimer rationnellement au moyen des premières, il faudra 
que Ton ait, a, 6, a', 6' désignant des entiers, 

K' /^ = a K, -4- 6' K'i /=^, 

et, si l'on suppose les parties réelles des rapports -^ ? -^ posi- 
tives, 

ah' — ta' = 

sera positif. 

Pour résoudre le problème de la transformation, nous le 
décomposerons en d'autres plus simples. 

Soient D le plus grand commun diviseur de a et 6, et =r = a, 
g = P; soient a' et jî' deux entiers satisfaisant à 



Posons 



on en déduira 



ap'— pa'=ï. 



et, par conséquent, 

K = DK„ 
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Il résulte de là que l'on pourra effectuer la transformation 
en plusieurs fois et passer successivement des fonctions aux 

périodes 4K.Ï, 4 ^\ V^ — * ^^^ fonctions ayant pour périodes 
4K2, 41^2^^ — ' ' ' ' • y ^^^ fonctions ayant pour périodes 4 K, 
4 K'y/ — I , ces périodes étant liées les unes aux autres par les 
relations 

l K, = aK,-+-SK,/=n, 



M 



(3) 



(4) 



K3 = Kj, 



K4 = Kj, 
K = DK,, 



Les modules des substitutions (1) et (3) sont égaux à un : 
quant aux substitutions (2) et (4)» elles s'effectuent en con- 
servant une période et en divisant l'autre par un entier; nous 
voilà donc ramenés à étudier deux espèces de transformations : 
I ^ celles pour lesquelles la substitution entre les périodes est 
unimodulaire ; 2° celles dans lesquelles on divise l'une des 
périodes par un nombre entier, et même par un entier pre« 
mier; car celles-là peuvent s'effectuer au moyen de plusieurs 
autres dans lesquelles on divise successivement la même 
période par des nombres premiers. 



VII. — Transformations fournies par des substitutions 
unimodolaires entre les périodes. 

Les transformations que nous allons étudier correspondent 
à des relations de la forme 



K = aK,-+-pK;/=7, 
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entre les périodes, avec la relation 

Nous les partagerons en six classes, d'après les restes de la 
division de a, p, a', P' par 2 compatibles avec la condition 
a^' — Pac'=i, qui exige que, si Tun des nombres a, P' est 
divisible par 2, aucun des nombres P, a' ne le soit et vice 
versa : 



i^ classe. . . 
2* » 

3" »... 

4 » 

5* M 

6" » ... 



a — I, 


P-o, 


a' — 0, 


P'^i; 


«=^1, 


p =0, 


a'— 1, 


P'^i; 


a=ai, 


p^i, 


« siO, 


ii'-i; 


a — i, 


P^», 


«'— i. 


P'=o; 


a — 0, 


P-i, 


a'— I, 


P'=-i; 


a=o, 


P-i, 


a'— I, 


P'=o; 



le signe ^ représentant une égalité dans laquelle on a négligé 
les multiples de 2. 

Or je dis que toutes ces transformations se ramènent à la 
première classe; si, en effet, après avoir effectué une transfor- 
mation de première classe 



(I) 



K2 = aK,-4-pK\v/-i, 



on effectue la nouvelle transformation 

K = Kj, 

on aura 



(A) 



K = aK,^pK'i/--T, 
KV^ = (a -^ a')K, -i-(P -f- p')K'i /^ ; 



les nouvelles valeurs des coefficients sont, en négligeant les 

multiples de 2, 

I, o, I, i; 



la transformation (A) est donc de seconde classe. On verra 
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(le même que, si l'on effectue une transformation de première 
classe, puis la transformation 



K = K, -h k; /=:7, 

on obtiendra une transformation de troisième classe. 

Après avoir effectué une transformation de première, de 
seconde ou de troisième classe, il suffit de faire 



K=K'j/-i, 

pour obtenir respectivement une transformation de sixième, 
de quatrième ou de cinquième classe. 

Ainsi toutes les transformations possibles se ramènent : 

i*' A des transformations de la forme 

K = ( 2 WH- l) Kl -4- 2 71 K'i /— I, 

KV^ = 2/n'K, -H(2/i'-+- i)K; /^, 
m -f- /i étant divisible par 4, afin que l'on ait 

(2/n-hi)(27i'-h \)~- \nm' =^ i 

et que les rapports ^ ^^ IT ^^^^'^^ positifs ; 
2° A des transformations de la forme 



K = Ki-f-K'i/-i ou =Ki, 

K'/^ = K'iv/^ ou =K,-+-K'i/^; 

Z^ A des transformations de la forme 



K'/=T=Ki; 

4*^ A des transformations dans lesquelles on multiplie une 
seule période par un nombre premier. 



•n 
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. VIII. — Méthode générale pour effectuer les transformations 

précédentes. 

Considérons une transformation quelconque représentée 
par la substitution unimodulaire 

K = aK,H-?K;/=7, 

Appelons 0', H', 0',, H', ce que deviennent les fonctions 0, 

H, 8<, H| quand on remplace les périodes 4K. et 4 K' y/ — i 

par 4K.| et 4^\\ — ^l les premières fonctions ont les mêmes 
zéros que les secondes. Ainsi 0' a les mêmes zéros que Tune 
des fonctions 0, H, 0|, Hi : donc ces fonctions, à l'ordre 
près, sont égales deux à deux, à un facteur exponentiel près de 
la forme (p. 233) 

A, B, C désignant des constantes. Supposons, par exemple, 

les fonctions 0'^ et H sont paires ou impaires : donc elles 
doivent être toutes deux de même parité et B doit être nul. 
Ainsi 

(A) ei(.r)=H(ar)eA-r'+C; 

donc, en augmentant x de la période 41^) 

e; {x -H 4aK, -h 4 pK; /^ = H(a7)cA{'+*K)t+c. 



mais 



e;(rr + 4aKi4- 4 pK'i /^) = ©'i (^ -^ 4PK'/^) 

= e\(x)e ^i ; 



i>^'TV^^ 
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donc réqiiation précédente devient 
et, en tenant compte de (A), 






On a donc 



X désignant un entier; on en déduit 
ou 



1^ ^ =8AK 

^1 



i3irv/=r 



A = — 



4KKi 



Quant à la constante G, on la déterminera en faisant j? = o ; 

au nombre aX-ït \] — i près, elle est la même pour les quatre 

formules analogues à (A), et, comme ce nombre ^\izyj — i 
peut être négligé, on peut la regarder comme étant la même 
pour les quatre formules en question. 

S'il s'agit d'une transformation de première classe, 0', H% 
0',, H'^ sont proportionnels à 6, H, 0<, H<, car ils ont, en 
vertu des formules 

K =(am-M)Ki-f-2/iK'i/— I, 
K'/=T= 2m'K,-+-(2/i'-M)K'| /=7, 

les mêmes zéros respectivement; on a donc 

/A:isn(^ia?, X:,)= /ïsn(a7, k), 
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ail ^ = o dans ces deux formules après avoir divisé 
ère par x, ou trouve 



^.,../l. 1/|Ï-V/|: 



^ k^, g,^i', alors la transformation ne présente 

itéressant. 

agît d'une transformation dans laquelle on conserve 

iode, une méthode analogue montre que ^, = ± A 

= i, et que l'on a 






l d'une transformation dans laquelle on permute les 
, si l'on pose, par exemple, 

K = K',v^^, KV^= -K„ 



T,*') = 



■n(x. k) 
■Mx, k)' 



àa{x/^,k')= - 



II. — Divlflion d'une périodo par deux. 

iblème de la division des périodes pourrait être résolu 
léorème de Liouville, puisque, tel que nous l'avons 
, il permet de calculer, par exemple, un sinus am- 
;n fonction d'un autre qui a une période m fois plus 
c'est-à-dire, en définitive, a^ant avec lui une période 
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commune. Mais on donne ordinairement une autre solution 
de la question. 

Proposons-nous tout d'abord de calculer les fonctions ellip- 
tiques relatives aux quantités — et R' en fonction de celles 

qui sont relatives aux quantités K et K'. Soient B^*\ H<*\ 

B\^\ H'/' ce que deviennent les fonctions auxiliaires 0, H, 

K 
Bi, H| quand on y remplace K par — ; soient sni^^r, cni g'J^y 

àn^gx ce que deviennent par ce même changement sdjt, 
cn^, dn^; soient enfln k\ et k\ les nouveaux modules. 

Les fonctions 0^*\ 00 1 et HH| satisfont toutes les trois 

aux équations 

e(a:-h2K)=0(a:), 

Tune d'elles est alors une fonction linéaire des deux autres. 

et l'on a 

efiJ(ar)= Ae(rF)ei(ar)-+-BH(a:)Hi(a:). 



On déterminera la constante B en faisant x = K' \J — i ; 
0(a?) et 0^*^(a7) s'annulant, on a B = o et, par suite, la for- 
mule précédente se réduit à 

en changeant ^ en ^ + — ou en :r -f- K'y/ — i ou en 

ar H h K' /~, 

2 

on obtient le groupe 

e^»H^)= Ae(ir)ei(a:), 

H(iJ(^)= AH(ar)Hi(a?), 
Hit)(a;)=AH(:p+|)Hi(^-|); 
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si l'on se reporte alors aux formules d'additioa (p. 269), on 
peut écrire 

La constante A se déterminerait, par exemple, en faisant 
j: = o dans la première formule. On tire de ces formules, par 
division, 



v/ï^siii^a? = k 



dnâ? 









sn'j? 



Les constantes 0(-]el H( — ] s'obtiennent en faisant 

K 

X = a = — dans les formules d'addition qui donnent 

e(a?-f- a)0(a:— a) 
et 

6{x — a)î{(x -T-a). 

Si l'on divise par x la première formule et si l'on fait ^ = o, 
on a 

et le problème de la transformation est encore résolu dans ce 



LWfl'.!-.î'i:rï? 



►»' 



3..-^^.< 



4 
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cas. Il reste à calculer ^ et » Appelons ces quan- 

K 

tités X et y, en faisant x = a= — dans la formule (p. 269) 

qui donne S{x — a)B{x + a); on trouve 



= vî — -rî = 



V* — ar* = — : 
la formule (2) (p. ?.56) donne ensuite 



X 1 1 A:'\ X I 



A- 



d'où Ton tire :r et j^ en fonction de k et k^ si l'on y tient. 

La division de l'autre période par 2 s'effectue d'une façon 
analogue : appelons 0^*^ H^*^, %^^\ H^/* ce que deviennent 

les fonctions auxiliaires quand on remplace K' par — . Les 
fonctions 



et 



satisfont aux équations 

0(a?-4-2K)=e(ic), 



on a donc 



0(i)(^)=H-Ae L-^^^^pAe L-^'^') 

..e,(,.!^)e,(.-!^). 



_KV- 



A et B désignant deux constantes. Si l'on fait x = 

S^*^(x) s'annule ainsi que le coefficient de A, donc B = o, 
donc 




Changeant j? en ^ + K, a: -|- 
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1, a; + K + 



KV= 



f 



y on 



2 2 

a trois autres formules qui, traitées comme tout à l'heure 
ont été traitées les formules analogues, fourniront la solu- 
tion du problème de la transformation pour le cas qui nous 
occupe. 



X. — Division d'une période par un nombre impair. 

K • 

Supposons K|= — > n désignant un nombre impair, et 

K', = R'; désignons toujours par %^^\ W^\ S\*\ H'/^ ce que 

K 

deviennent 6, H, 0|, H| quand on y remplace K par K| = — • 

Si l'on considère les fonctions 

n— 1 

e(»J(:r) et JJ e^x-+-^2KV 
ces deux fonctions satisfont aux relations 

e(a:-+-K)=Ô(a:), _ 

e(a: + 2K' /:=!) = -e — îr-^'^'^^>e(^); 

leur rapport est donc doublement périodique. En outre, les 
deux fonctions en question ont les mêmes zéros : leur rapport 
est donc fini et, par suite, se réduit à une constante A; on 
peut donc écrire 

ei*'(^) = AjJei(^4-:^2K), 

HU)(x) = (-i)VaJJii(^+^,,k), 
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Si, dans ces formules, on réunit les facteurs correspondant 
à des valeurs de m égales et de signes contraires, on a, en 
faisant usage des formules (p. 269), ' 

et A se calcule en faisant or = o. 

Les produits ont cette fois pour limites i et Par divi- 
sion, on obtient sui^x, cui^o;, dn^^o: en fonction de snj:, 
cnjt:, àvLX : 



\Jk\ sni^a? = Ar^sna? I 1 



n sn' — -iK — sn*a7 

~^ n 



, 

I — ky sn* — 2 K sn'ar 
n 



n t ^ m. 



en* — aK-H cn*a: 



i-j— / l'\i m m i JSIV -1- UU-^l. 



n 

(In* — 2K-i-dn»j7 



J]T '* \k'/ 111 ., , /w ^ , 



/i 



Si, dans la première formule, on fait x = après avoir divisé 
par j;, il vient 

/^^- = ^-^JJsn*^2K; 
en faisant ûo = dans les autres, on a 
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On tire de ces dernières équations 



en» — iK 



(m) ^Î = A:««JJ ^ 



n 



'''-'"'U—i 



dn«^2K 
n 



On diviserait d*une façon analogue la période K! par un 
nombre impair. 

Les modules A'i et k des fonctions sui^^ et sn^ sont liés 
entre eux par la relation (m); cette relation est ce que Ton 
appelle V équation modulaire ; elle tient une place impor- 
tante dans la théorie des équations et nous n'avons pas à nous 
en occuper ici. 



L. — Traité d'Analyse, IV. 21 



^^'V 



IC'. 



r. 
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CHAPITRE X. 

APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES DE LA THÉORIE DES FONCTIONS 

ELLIPTIQUES. 



I. — Sur les arcs d'ellipse. 

C'est Tétude des arcs d'ellipse qui a donné naissance à la 
théorie des fonctions elliptiques; c'est par l'étude des arcs 
d'ellipse que nous commencerons les applications géomé- 
triques de cette théorie. 

Nous poserons avec Legendre 

et nous aurons 

(a) sin<p — snF, '^ = amF; 

nous poserons aussi 

(3) / v^i — X-« sin»çrfï) = E(<p) = E{k, <j>); 
nous trouverons alors 

Nous désignerons la seconde intégrale par J(cp); nous aurons 
ainsi 

(4) E(cp)=F('^)-J(o) ou J(^)--^F((p^-E(^). 
D'ailleurs on a 

(5) J(amF;=:^Z(F). 
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Considérons une ellipse d'axes la et 2 6; elle peut être repré- 
sentée par les équations 

on en conclut, en appelant s l'arc, 

ds = v^a* cos*cp -\- 6* sin*cp d^ 
ou, en comptant l'arc à partir du sommet, 






S 





OU 



= a I /i — /:'sin*«p rfçp. 



En posant 



on a donc 



a a 



,= E(cp)=F(cp)-J(cp), 

SI l'on suppose a = i ; E(?p) représente, comme on voit, l'arc 
d*ellipse. Si l'on prend F pour variable, on a, pour représenter 
Tellipse, les équations 

( r = snF, y = 6cnF = X:'cnF, 

(6) 

^ ^ (s =F-Z(F). 



IL — Théorème de Fagnano. 

Si, dans les formules d'addition des fonctions de seconde 
espèce 

Z(x-hy) — Z{x) — Z{y) = k^sïixsnysvi^x -i-^), 

on pose ^ = amx, 'i = amj^, on trouve, en vertu de (5), 

OU, en vertu de (4), 

F(©-+-^)-E(©-i-^)-F(<?)-F(tj;) + E(cp)-HE(i!/) 
= A-* sin cp sin <]; sin ( © 4- ^j^ ) ; 
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en observant que F(cp -h A) = F(cp) + F(^), puisque 



et 



ç = amF(cp), t^ = amF(4*) 

<p -1- ij/ = am F( cp H- <|^), 



on a simplement 

E(çpH-iJ;) — E(cp) — E(i(;)= — A:*sin<psin4;siD((jp h- ^); 

si Ton fait '^ -+- ^ = - et si l'on appelle 4E le périmètre total 
de Pellipse de demi-axes i et /r', on a 

E — E(^) — E(il;)= — A:«sin(psiin};. 

Cette formule montre que les arcs E — E(ç) et E(*}) ont une 
différence rectifiable. Les anomalies cp et ^ des extrémités de 
ces arcs sont liées par la formule 

cos- = cos<p cosi]; — siinp sin<];| i — A:*sin*- ) 

ou 

o = cos© costj/ — sin© sin<j;A:' 

ou 

î 



lang^p tang»}^ = 



De là découle le théorème de Fagnano : 

Théorème. — Soient o et »} deux anomalies telles que 



tangcp tangt]^ 



./ 9 



les points M e/ N q nielles déterminent sur l^ ellipse sont les 
extrémités de deux arcs comptés l'un à partir d'un som- 
met relatif au petit axe y Vautre à partir du sommet rela- 
tif au grand axe; la différence de ces arcs sera rectifiable. 

Nous allons donner sous une forme élégante l'expression 
de cette différence : Téquation de la normale à l'ellipse est 

;pcosy — k!y%\nf^ — A'^sincpcoscp =:k); 
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la distance /du centre à cette normale est 



32$ 



1 = 



A-'sino coscp 
^i — /:*sin*çp 



Si Ton se donne /, on en déduit deux valeurs cp et t[^ pour l'ano- 
malie 9 données par F équation 

on en conclut 



k^ 



(I) lang<ptang4;= ^,-, tangH + lang»»}; = — ^ - i-t- -p^. 

La différence que nous voulons évaluer est 

X:'sin(psin<|/, 



dont le carré est 



À-*sin*tp sin'4' =4^* — 



lang*«p tang*«J; 



I -f- tang'© tang*4' -H tang*<p-f- tang*v(/' 

en vertu des formules (i), celte expression se réduit à Z^ et, 
par conséquent, la différence entre les deux arcs en question 
est mesurée par la longueur /. 



III. — Théorèmes de Graves, Mac Cullagli et Chasles. 

Considérons deux coniques ho mo focales G et (2!] par un 
point M de G on mène deux tangentes MN et MP à G. 
Le D^ Graves a prouvé que, si la conique G était une 
ellipse ainsi que G', l'expression 

MN-+-MP — arcNP 

était constante; Mac Cullagh et Al. Chasles ont démontré 
que, si G était une hyperbole coupant G en R, on avait 

MN — MP = arcKN - arcKP. 

En effet, appelons aet p les angles que les droites MN et MP 
font avec la tangente en M à la conique G'; appelons dv un 
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déplacement donné au point M sur la conique G' et ds^ dt les 
déplacements correspondant des points N el P; nous aurons, 
en vertu d'un théorème connu, 

d, MN = ds-^-di cos a, 
d, MP = —dt -\-dfs cos p. 

Si la conique C est une ellipse, cos a =: — cos^ et, en ajou- 
tant, on a 

rf(MN -h MP) -ds — dt:= d{s—t); 

d'où 

MN -H MP =: s — t ■+- consl. = arcNP -i- const., 

ce qui démontre le théorème de Graves. 
Si la courbe G' est une hyperbole, 

cosa= cos 3 
et Ton a 

d.{MN — mP) = ds-^dl; 

si Ton compte les arcs à partir du point K, ds et dc sont de 
signes contraires, et l'on voit que ds et dt sont les accroisse- 
ments subis à gauche et à droite de K par l'arc NP; ^ -f- / sera 
alors la différence KN el KP; cette différence, comme on voit, 
est, à une constante près, égale à MN — MP et cette con- 
stante est nulle en K, ce qui démontre le théorème de Mac 
Gullagh. 

Au fond le théorème de Mac Gullagh, comme celui de 
Fagnano, apprend à trouver des arcs d'ellipse à différence 
recti fiable. 

Les théorèmes précédents s'appliquent évidemment aux 
coniques sphériques. 

Soient G une ellipse fixe, S un cercle tangent en M; 
soient NK^^ N'K des tangentes communes au cercle et à 
l'ellipse j N et N les points de contact sur l'ellipse, on aura 

NK-N'K = arcM]V — arcMN'. (Chasles.) 

Ge théorème se démontre comme les précédents, en dépla- 
çant infiniment peu le cercle. 
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IV. — Théorème de Landen. 

L'ellipse peut être représentée par les équations 

X = acnUf y = b snUy 
riiyperbole par les suivantes 

,, sn u ak dnu 

x = ak , y = -rr 1 

en a k cnu 



les axes sont alors a et -jj • 

Si Ton pose ^ = am w, on a 

sino ak /i — Xr'sin'o 

X = ak' ' , y=-jT -', 

coscp "^ k cos<p 

on en conclut, pour l'expression de Parc s d'hyperbole et en 

supposant a= ly 

k'^ do^ 
dst = î 

co3*<p(i — A:*sin*<p) 
ou 

•^ do 

w I m 

S = 

Or on a 






d tango /i — X:*sin*o 

Lcos^cp /i — X:*sin*Q y \ — A**sin*ç /i — /:*sin*cp J 
en intégrant alors de o à 9, il vient 

tangtp /i — A-ï sin«o = ks — A''«F(ç) -+- E(o) ; 

donc l'arc d'hyperbole peut s'exprimer au moyen des fonc- 
tions E et F. Nous allons prouver que la fonction F s'exprime 
au moyen de E('^) et d'un autre arc d'ellipse; il en résultera 
que : 

Théorème. — Tout arc d'hyperbole peut s^ exprimer au 
moyen de deux arcs d'ellipses différentes. 



3a8 
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La transformation de Landen donne lieu (p. 1 77) aux for- 
mules suivantes : 



^?i 



i-hk 



«fcp 



(0 



y^i — k\ sin^^i ^ /i — À'sin*îp 

sin«<pi= j (i-f-A:sin*ç — cosçp /i — A:*sin*(5>), 



)t = 



^1 



Multiplions membre à membre les deux premières formules 
nous aurons, en intégrant de o à <p, 



I -h A: 



I -+-X: 



n- A- . 



■p H^i, ?i)= -j^ J(^, ?)-H —^ F(A-, o). ^ sinip 



Or J(cp)==F(cp)-E(cp); donc 
Jj[F(A:„cpO-E(^„?0] 






-|F(A', Q)-E(X:,ç)+i^F(A:, cp) 



n-X- 



si 



noj 



Mais, en verlu de la première formule (i), 

la formule précédente devient alors 

Cette formule de Landen montre que F est exprimable 
linéairement au moyen de deux fonctions E, ce qui démontre 
le théorème que nous avons énoncé au sujet de l'arc hyper- 
bolique {Philosophical Transactions, 1778; Afathema- 
tical MemoirSj by John Landen, 1780). 



V. — Courbes de M. J.-A. Serret. 



M. Serret s'est proposé de rechercher toutes les courbes 
algébriques dont l'arc est exprimable au moyen des fonctions 
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elliptiques [Journal de Lious^ille, t. X, i'® série; voir aussi 
son Traité de Calcul différentiel et intégral). Voici seule- 
ment les résultats auxquels il est parvenu. Soit n une quan- 
tité plus grande que un, posons 

/ — I -h R v/^ ^ r -+- 1 — R /^ 

U — =^ — y V = = — > 

V2(/i — \)t ^2{n-^i)t 

On en tire, en supposant le radical réel, c'est-à-dire t com- 
pris entre les racines du trinôme t^ — 2 //i -j- i , 

U' / t + ï V , t-1 

on fait ensuite 

n-\ n+\ 

(i) ^-+-^/— i = /iU « V » ; 

on en conclut 

x'^y/^ _ R-f- v/^(/ — n) 
:r -h ^ / — ï ^ ' '^ 

ou, en prenant les modules, 



X 



ï^i/'2 nï 



7^ __ 7l'-f-I 

Or on trouve x^ -+-y^ = t, au moyen de la relation (i); on a 
donc, en appelant s Tare de courbe, 



ou bien 



ou enfin 



•^ dt 2Rv/f 

/V^n» — 1 dt 
2R/Ï 

2/^(— «»-4-2/li — I 



Les courbes dont ^ et ^ seront fournis en fonction de t 
en égalant les termes réels et les coefficients de ^ — i dans (i) 
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seront donc telles : i° que x et ^seront fonctions algébriques 
de ^; 2° que leur arc sera une fonction elliptique de /. 
Si Ton fait, par exemple, /i = 3, on a 

x^yy/^ï = y/t ~^ -J- ) 

2// \ îà/27 / 



et, par suite, en observant que R = sj — ^^ 4- 6/ — 1, 



x= ^ , 



L'élimination de t entre ces équations donne 

(x^ -\- y^ y^ = lix'^ — y^)\ 

c'est l'équation d'une lemniscate de BernouUi. 

Observons encore que les courbes qui ont pour équations 
en coordonnées polaires 

/• = acosm6 ou r = asin/n6, 

a désignant une constante; que le limaçon de Pascal ou con- 
choïde du cercle qui a pour équation 

r = a-T- R cos6, 

rt et R désignant des constantes, ont leurs arcs exprimables 
par les fonctions elliptiques. 

Mentionnons encore les épicycloïdes allongées ou rac- 
courcies, dont les équations sont de la forme 

X ^= a sin mu -h 6 sin nu, 
y = a cosmu -^ b cos nu, 

a, 6, m, n désignant des constantes et a un angle variable; 
on a 

ds^ = [ a' -h b^-h9.ab cos (m — n)u] du^, 

ds^ = (a -h ^)* cos* w -h (a — 6)* sin' — wI^/m* 
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et, par suite 



ces courbes, comme Ton sait, sont algébriques toutes les fois 
que m et n sont commensurables. 
Les courbes ayant pour équations 

a b 

sin/7tO cosmO 

ont également leurs arcs exprimables par les fonctions ellip- 
tiques. 



VI. — Démonstration d'un théorème de Poncelet. 

Etant données deux coniques, en les rapportant à un 
triangle autopolaire commun, on pourra mettre leurs équa- 
tions sous les formes 

x'^-\- y^ — z^ = o, 

aa?* -h by^ — ^2 = 0; 
on satisfait à la première de ces équations en prenant 

(I) = -21 = _ 

cn^ sncp i 
et à la seconde en prenant 

X y z 

(2) -— - = = — — , 

cnt}' sniJ^clnO cn8 

pourvu que l'on fasse 

û I en 6 I 

CnO = —— 7 -7—7; — -- y 

/a dnO ^^ 

ce qui est possible en choisissant convenablement le module A' 
des fonctions elliptiques. 

Soit Mo un point de la première conique; par ce point 
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menons une tangente coupant la seconde en N© et N'^, l'équa- 
tion de cette tangente sera 



a: en <p -f- >^ sn o 



-3=0, 



et les coordonnées des points No et NJ, ou, mieux, les valeurs 
de tj/ en ces points s'obtiendront en éliminant x^ y^ z enlre 
cette équation et (2), ce qui donnera 

coso cos<{/ + sincp sin<{/ dnO = cnO. 

La comparaison de cette formule avec celle de Lagrange 
(p. 207) donne 



6 = --(cp-<.) 



ou 



il; = o = e. 



Supposons alors que Von mène par le point N© une tan- 
génie à la première conique rencontrant la seconde en^^ 
et touchant la première en M| ; que par N| on mène une 
tangente à la première conique coupant la deuxième en 
N2 et touchant la première en M2, etCy le lieu des points 
de rencontre de MqNo et M^N;, sera une conique. 

Ce théorème a été établi péniblement, pour la première 
fois, par Poncelet. Pour le démontrer, nous observerons que, 
si l'on appelle <^q la valeur o en Mo, la valeur de i^ en N| sera 
6 + cpo, la valeur de o en M| sera alors cpo + 28, celle de ^ 
en N« sera Ço-f- 30, . . ., la valeur de <p en M„ sera <po-h 2/16; 
le lieu cherché s'obtiendra alors en éliminant o© entre les 
équations des tangentes en M© et M„, ou 



(3) 



X en cpo -^y sn ©0 — -5=0, 



a?en(cpo-l-2/iô)-i-jsn(cpo-h2/i6) — s =0; 
en combinant ces équations, on a 

a:[cn(oo-f-2/iO)— encpo] H-^[sn(cpo-l- 2/1O) — sntpo] == o 
ou bien 

— rFsn/i6 dnnOsncpo dnoo-f- j^snnô en<po dnço = o; 
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on en tire 



sn 



?o 



cntpo 



xdH^ = '"! = "'"«?•= 



en posant m 
dans (3), 



= -^ — r, on en conclut, en portant cette valeur 



dn /lO 



ou 



x^ -h my^ — z ^ niy^ h- x^ = o 



ar' -t- my^ — 5' = o. 



Le lieu est donc une conique qui a le même triangle autopo- 
laire que les coniques données. On voit que, si m = -1 x = \ 

ou que si /lO est égal à 2/>K, le lieu coïncidera avec la seconde 
conique, ce qui constitue une nouvelle démonstration du théo- 
rème de Poncelet, démontré par Jacobi (p. 21 1). 

Le théorème de Poncelet peut être transformé par polaires 
réciproques ; il fournit alors un théorème corrélatif que nous 
pouvons nous dispenser d'énoncer. 



VIL — Roulette de Delaonay. 

La roulette de Delaunay est engendrée par le foyer d'une 
conique qui roule sans glisser sur une droite. 

Supposons que la conique soit une ellipse, et soit 

l'équation de cette conique rapportée à ses axes; soit 



^a^—b^= c 

la demi-distance focale; sur la tangente en x\ y prenons une 
longueur égale à l'arc s' de la courbe comptée depuis le som- 
met(a, o)jusqu'aupoint(x',j^). Soientj^ la distance du foyer 
à cette tangente et x la distance du pied de la perpendicu- 
laire^ à l'extrémité de la distance 5' comptée à partir du point 
(^» JK')> ^^^ quantités x, y seront les coordonnées d'un point 
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de la roulette par rapport à une droite fixe sur laquelle la 
conique peut être censée rouler, et l'on aura 



-Vs 



— ex 



X = s 



ex 

cyy 



L'élimination de a:', y' entre ces équations et celle de Telllpse 
fera connaître la roulette. Pour faire cette élimination, nous 
ferons x'= a cos rs^y = b sin '^ et nous aurons 



— CC0S9 

y r=0\/ 1 , 



(0 { 

/. cy sin 9 
y/ a' — c' sin* cp acp r — • 

Cette courbe dépend, comme on devait s'y attendre, des fonc- 
tions elliptiques, et, si l'on veut voir apparaître explicitement 
ces fonctions, il suffit de faire o = am^. 
L'élimination de cp donne 

lorsque Ton fait — = p et a = 00, cette formule devient 



ou 



on en déduil, en n'ajoutant pas de constante, 

on en conclut 

P(- '-) 



I 
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Ainsi, le lieu des positions des foyers d^ une parabole 
qui roule sans glisser sur une droite est une chaînette, 

La roulette de Delaiinay contient donc la chaînette comme 
cas particulier. 

On rencontre la roulette de Delaunay dans diverses circon- 
stances, par exemple quand on cherche une surface de révo- 
lution ayant ses deux rayons de courbure R et R' liés par la 

relation 

I 1 __ j 

a désignant une constante. En effet, si l'on cherche le méri- 
dien de cette surface, on voit que ce méridien est tel que, la 
normale étant désignée par N, on a 



R N ~ a' 



R désignant le rayon de courbure de ce méridien. Il est facile 
de voir que ce méridien est une roulette de Delaunay : en 
effet, son équation différentielle est 



ou bien 



(3) 



y 


-+- ' 


1 


(i+/«)î 


r('+y*)' 


a 


v'dv' _j_ dy 


_dy 


(n-y«)« 


^( '+/»)' 


a 



En multipliant par j^, on a 

rv' dV dy v dy 



le premier membre est la différentielle de ^—^ quand on 

(i-^yî)« 

choisit le signe — , ce que nous ferons, et nous aurons, en 
appelant b^ une constante, 
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on en conclut 

■ 

ce qui équivaut à Téquation (2) de la roulette de Delaunay. 

VIII. — La courbe élastiqne. 

La courbe dont le rayon de courbure est proportionnel à 
l'inverse de Fordonnée ou de l'abscisse a une équation de la 
forme 



/ 



nr- -4- c 



v/a* — (27* H- c;* 



dx; 



X ely pourront donc s'exprimer par le moyen des fonctions 
elliptiques de première et de seconde espèce. Cette courbe 
est la forme que prend une poutre déformée sous l'influence 
de poids uniformément répartis sur sa longueur, lorsqu'elle 
repose sur deux appuis situés de niveau. 

IX. ~ Surface de l'ellipsoide. 
La surface de l'ellipsoïde à trois axes inégaux 

.X* V* z^ 

s'obtient au moyen des fonctions elliptiques; nous satisfai- 
sons à l'équation précédente en posant 

a; = acosij/sinÔ, j' = 6 sinij; sinô, 5 = ccosO. 

L'élément de surface est 

OU bien, tous calculs faits, 

sin /6* c* cos' ^ sin* 6 h- a* c» sin* ^ sin' Ô -h a* 6' cos* 6 rfO d^ ; 
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isoïde sera do Dc 

s'ijisin'ô sin'il'siMQ cos'6 , . „ „ ,, 
— ^-j 1 ~j-^ 1 j-~ abe siD B rfS d^. 

ÎDti^gratioD peut être efTectuëe par rapport à Q 
, effet, on fait — cosQ = u, et l'on a 



■^/55ET3/r=Gii?.6e. 



(I cos'4' 5iii'4'\ /cos'i^ sin''j/\ 
urs supposer G* positif, c'est-à-dire 

\lb<Ca, le second membre de cette égalité est 
et, en supposant c > a et 6, cette égalité est 
Taite. Ed nous plaçant dans cette hypothèse, 
; devient 

: calcul en ohservant que / I/t^ — "' '^" ^sl 
ni-cercle de rajon ^ ) ; en remplaçant G par sa 



■/ 



/- 
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l'aire en question devient 



r I 

Tzahc j - — 



VP — q sin'^p 



On peut supposer q^o, p'^o; alors, en faisant ^ = A**, 
on a 



yi — X:* siD*4' 



X. — Sur les conrbes du premier genre, et en particulier 
sur les courbes du troisième degré. 

Les courbes du premier genre jouissent de cette propriété 
que leurs coordonnées peuvent s'exprimer rationnellement au 

moyen d'une variable t et du radical y/a -+- 6/ -h c^^ -r dt^ -h et^ , 

qu'on peut lui-même ramener à la forme ^(i — /-)(i — A'^^*), 
de sorte que, si l'on fait t^= snz/, on voit que les coordon- 
nées d'une courbe de genre un pourront également s'exprimer 
en fonction rationnelle de sn^/, en;/, Anu. 

Toutes les courbes de genre un peuvent être ramenées, au 
moyen de transformations quadratiques, à des courbes du 
troisième degré; celles-ci, à leur tour, au moyen d'une trans- 
formation homographique (p. 62), se ramènent à un type 
simple représenté par l'équation 

(I) ^i = (a7_a)(a:-P)(^-Y), 

OÙ a, p, Y sont des constantes. Nous allons essayer de repré- 
senter les coordonnées de cette courbe au moyen des fonctions 
elliptiques, x eiy seront (p. 286) de la forme 

M -f- A Z (/ — a)-i- B Z ( f — 6) . . , 
-4-A'Z'(/ — o)-hB'Z'(f — 6)... 



M, A, B, • . . , A', B', . . . , a, ... désignant des constantes et 



j 
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Z(^) la fonction -077^; «> ^î • • • sont alors les infinis de x 

ou^. Or^, en vertu de (i), a les mêmes infinis que x\s\. x 
a un infini simple, y a un infini d'ordre f , ce qui est inadmis- 
sible dans le mode de représentation adopté; x doit donc 
avoir au moins un infini double et y un infini triple : il faudra 
donc poser 

x = M-h AZ(i — a)-h A'Z'(f — a), 

^=:N -f- BZ(f — a)-+-B'Z'(« — a;-+-B'Z'(^-~a). 



Kien n'empêche de supposer a=:2K'y/ — i : alors on a 
Z(^ — rt)= -^7~^^ *1 f^**^ aussi observer que la somme des 

résidus A et B doit être nulle (p. 286) ; donc A = o, B := o, 
et l'on peut écrire, au lieu des formules précédentes, 

Mais — — ; est, à une constante près, la dérivée de l'intégrale 

de seconde espèce; on peut donc écrire 

T = a -^ b sn*/, 

^ = a'-t- b'sn^t -\- c'sntcnt dnt, 

a, bf a'j b'j d désignant des constantes, qui, bien entendu, 
n'ont plus aucun rapport avec celles que nous avons dési- 
gnées ainsi tout à l'heure. Appelons ty^ t^^ t^ les valeurs de t 
pour lesquelles on a â; = a, P, y; on trouvera 

a = a -4- 6 sn'^i, 

^ = a-\- b sn«/j, 

Y = a -h 6 sn' t^ 
et 

yï = 6)(sn*4 — sn«fi)(8n*^ — sn»/,){sn*^ — snVj). 

Or, y étant nul pour t=±i t^, ± ^2, zh ^3, on a 

= a' -\-b' sn* ti -+- c' sn t^ en /( dn ^i , 
o = a'-i- 6'sn*fi — c'sn/icn/idn/i; 






s * 



^ I 



donc 
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a'H- 6'sn*/i = 0, c'sn/jcn/idn/i =0, 
a'-f- 6'sn'fj = 0, c'sn/jcn/jdn^j = o, 
a'H-ô'sn*fj = o, c'sn/3cn/8dn^s = o; 

c' ne pouvant pas être nul, puisque y doit avoir un îniini 
triple (et d'ailleurs, si c était nul, x et y seraient fonctions 
rationnelles de sn^^), il faut que, ^1, ^2 et t^ étant censés dif- 
férents, on ait par exemple sn ^i = o, cni2^= o et dn/3 = o. 
Alors a'= o et 6'= o; on a donc seulement 

X =z a-\- bsn^t, y = c'snt entant, 

et par suite on doit avoir, en vertu de (i), 

c'« sn«f(i — sn*/)(i — X:«sn»0 

= (a-f ôsn*i — a)(a-h6sn«« — P)(a4- 6sn«/ — y); 

en identifiant, on a 

(a — a)(a— p)(a — y)=o; 

donc une des quantités a, ^, y est égale à a. Soit a = a : 
Péquation précédente devient 

c'«(i — sn*/)(i — A-» sn«0 = ^(« ^ ? -+- * sn«0(« — Y -+- ^ sn*/) 



et, en identifiant, 

— c'«(i-+-A-«) 

En ajoutant, on a 



6(a-?)(a-Y), 
6'. 



d'où 



6 = p — a ou Y — '• 



Si Ton prend b=^ — a, on trouve 



.-1-3. 



T 
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on a donc enfin, pour représenter la courbe (i), les formules 



(a; 



a: = a -h ( p — a) sn» « = p sn* f 4- a en* /, 
y = {^ — a) ^^ — a STi t en t dn t, 



V Ï-* 



L*aire de la courbe pourra, comme l'on voit, s'exprimer 
aussi par le moyen des fonctions elliptiques ; on trouve 

jrdx = !i(P — a)» /y ~" oLSu^tcn^tdn^tdt, 



XI. — Quelques propriétés des courbes du troisième degré. 

Nous ferons usage du théorème d'Abel, démontré page i54. 
En vertu de ce théorème, si l'on coupe une courbe du troi- 
sième degré 

par une courbe variable et si l'on appelle (^i, ^i), ••., 

(^,-,yi), ... les coordonnées des points d'intersection, on 

doit avoir 

^1 dx,- 

2à ft{xi,yi) ^ ^' 

f%{^^y) désignant, pour abréger, la dérivée ^' Nous ferons 

une première application de cette formule en supposant que 

la courbe variable se réduise à une ligné droite; alors on 

devra avoir 

dx\ dxn dxz 

-h -F-, r = O. 



Nous allons appliquer cette formule à la courbe du troi- 
sième degré considérée au paragraphe précédent, représentée 
par les équations 

(I) r^ = {x^a){x-^^){x-^) 



m%^m 






♦ f^ '^^ 
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(2) 



^ = (p — a)y^Y — asn^cnf dnf, 



De ces formules on tire 



dx = ii{^ — aL)sntcntdntd£ 



et, par suite, 


dx idt 

• 


or 


y ^T-»' 


(3) 
ou 


y = ^\, .r— a)(a7— p)(iF — y) 



X' — (x — a)(a7— P)(ar — y) = o, 



d. . df . dx dx j . 

onc ICI ^ = 2 y et — = ,,^ >: on doit par suite avoir, en 

ày ^ ly {if\ 

\àyj 
appelant ^ij^i ; :r2,^2Î ^zt^z les coordonnées de trois points 

en ligne droite sur la courbe (3), 

dxt dx* dx* 

— ^ H 1 =0 

J'I yt /3 

OU, en appelant ^i, ^2» ^3 les t de ces points, 

dti -H dit -4- rf/3 = o 
ou enfin 

Ainsi : 



ti-^ti-\- (3= CODSt. 



Théorème. — Les t de trois points en ligne droite sur 
une courbe du troisième ordre ont une somme constante. 

Pour déterminer cette constante, nous supposerons les 
trois points sur Taxe des x] alors j^ = o, et sn^cn^dn^ = 0: 
les valeurs de t correspondantes annulent sn/, en/, dn/ et 
Ton a 

<i= imK-^im'K! /— i , 

«j = ( 2 m -T- I ) K -4- a m' K' /^ . 

^3 =(2/n-4-i)K-h(2m'+i)KV— ^; 
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on trouve donc, pour la valeur de la constante, 
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(4) 



/, -h /i+ ^3 = amK -i-(2m'-M)K'/^, 



m et wl désignant des entiers quelconques. 

Réciproquement, si la relation (4) a lieu, les points /«, 
t^y t^ seront en ligne droite; car, en appelant ^ le /du point 
en ligne droite avec t^ et ^29 on aura 



/i-h /f-t- t\ = 2mK-+-(2m'-M)KV— ' » 
donc /s = ^3. 

Les points d'' inflexion d'une courbe du troisième degré 
sont trois à trois en ligne droite. 

En effet, un point d'inflexion s'obtiendra en supposant 
/, = ^2 = h dans (4), ce qui donne pour son t 

2mK 



3 



2 /w -4- i 

3 



kV-i; 



X et y seront distincts en prenant 

KV^ 3K'v/^ 5KV=^ 



/ = 



9 - -, 



3 ' 3 3 



KV— I 4K 3K^/^ 4K 
3 "^ 3 ' 3 "^ 3 ' 



5KV-; 2K 

3 3 

3' "■ 3 ' 



ce sont les t des neuf points d'inflexion. 

La somme de trois quelconques d'entre eux est de la forme. 

2/wR-|-(2 /n'-|- i)K.'y^ — 1 -, donc ils sont trois à trois en ligne 
droite. c. q. f. d. 

Théorème de Maclaurin. — Si par un point M d'une 
courbe du troisième degré on mène des tangentes à la 
courbe, les points de contact autres que le point M sont 
tels que, si on les Joint deux à deux, les droites ainsi 
menées concourent en un même point situé sur la courbe. 

Supposons que, par le point t, on mène des tangentes : 
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pour les points de contact, ^2 ^^ h seront égaux; on devra 

donc avoir 

a/7iK-f-(a/n'-hi)KV— « — 't 
h=h= ^J-^ !; 

les quatre points de contact ont donc pour t 

'1 a ' "À a 



K^y/^ : K ^\ BK-y/^ ^ ^ h 



la somme de deux de ces t est de la forme 



(2m'-^i)K'v/^-^(a/n-4-i)K — ^ 



ou 



ijn 



'K'v/^^-hamK-/,, 



de sorte qu'à la première combinaison correspondent le point 

/< H- K et à la seconde le point /, -j- K'y/ — i, tous deux sur 
la courbe. 

SoientMi, Ma, M3 les points d'intersection d'une courbe 
du troisième degré avec une droite; les tangentes en M^ , 
M^, Ms rencontrent la courbe en trois points en ligne 
droite. 

En effet, soient t^, ^2, t^ les paramètres qui déterminent 
les coordonnées des points M(, M3, M3, les tangentes en l,^ 
^2} ^3 couperont la courbe en des points dont les paramètres 
seront Qf , O2) ^s? et Ton aura 

61 -t- 2 ^1 = 6, -f- 2^1 = 63 -H 2 /3 E= a m K -i- (am'-M)KV— ^ ; 



mais, comme 



il viendra 



tv+- <iH- <3E= 2mK -f-(2/n'H-i)KV — «? 



6,-4- 6j -4- 63 3= 2mK -+-(am'-+- i)KV— I, 
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ce qui montre bien que les poinls déterminés par les para- 
mètres O4, Qjy B3 sont en ligne droite. 
En particulier : 

Les asymptotes d^une courbe du troisième degré ren- 
contrent la courbe en trois points situés en ligne droite. 

Ce théorème peut être généralisé et étendu à des courbes 
d'ordre supérieur : ainsi, si Ton coupe une courbe du qua- 
trième degré par une droite, les tangentes aux points d'inter- 
section rencontrent la courbe en huit points situés sur une 
conique, etc. 



ZII. — Les points Steiner dans les courbes du troisième ordre. 

On appelle points Steiner d'une courbe ceux où, une 
conique peut avoir avec elle un contact du cinquième ordre. 
Voici comment on peut mettre ces points en évidence sur les 
courbes du troisième ordre. 

Si l'on coupe la courbe représentée par les équations (2) 
du paragraphe précédent par une conique, les six points d'in- 
tersection s'exprimeront au moyen de six paramètres ^4, 
/], . . . , ^0 qui seront les valeurs qu'il faut attribuer à t dans 
les formules (2) en question, pour que x et y représentent 
les coordonnées d'un point d'intersection; ces six paramètres 
satisfont à la relation 



ou 



dti -4- dti -f- . . . -+- dti = o 
d'où l'on déduira 

// = CODSt. 



^d(i = o] 



1 



Pour déterminer la constante, on peut supposer la conique 
réduite à deux droites, et alors, d'après ce que l'on a vu tout 
à l'heure, si ^1, t^j t^ sont les paramètres des intersections 
de la courbe avec l'une des droites, on aura 

tx-^tt-\-tz~ 2mK-H(a/n'4-i)KV---^i 
/vH- /5-I- ^6 = 2/niK-T-(2/ni -hi)KV— '» 
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et, par suite, en appelait m et m! deux entiers quelconques. 



^//= 2/nK-f- 2/w'KV--'' 



Réciproquement, si cette relation a lieu, les six points 
déterminés par les paramètres /|, ^^^ • • -i ^o seront sur une 
conique. 

En un point Steiner, six points confondus sont sur une 
conique; un point Steiner sera déterminé par Téquation 

(i) 6ir = 2mK + 2m'K'/^; 

on tire de là les valeurs suivantes de t fournissant des valeurs 
distinctes àe x ely \ 



(%) 



tl 


K 2K 

^» 3' 3' 


3K 4K 5K KV-i 
3 ' 3 ' 3 ' 3 




K KV-' 
■3^3' 


5K 5KV i 
'3 3 



Ces valeurs sont au nombre de 36; il y a donc sur toute 
courbe du troisième degré 36 points Steiner, mais 9 de ces 
points coïncident avec les points d^inflexion où la conique 
osculatrice se réduit à deux droites confondues; il y a donc 
seulement 36 — 9 == 27 points Steiner proprement dits. 
Il est facile de voir que : 

Deux points Steiner sont toujours en ligne droite avec 
un autre point Steiner, ou avec un point d^ inflexion. 

En effet, étant données deux des quantités (2), on en trouve 
toujours une troisième dont la somme fasse 

a m K -4- ( 2 m' H- 1) K' \^—- 1 . 

Les points Steiner sont les points de contact des tan- 
gentes menées à la courbe par les points d'inflexion. 

En effet, soient le paramètre d'un point d'inflexion. 
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t celui d\in point de contact d^une tangente menée par le 
point 0, on a 

2<4-6 = amK-4-("2m'-i-i)K' /^^, 

3e = 2w,KH-(2m',-Hi)KV^; 
Télimination de entre ces équations montre que Ton a 

/7i2 et /n'j désignant deux entiers comme m, m', /w< et m',. 
La formule (i), à laquelle satisfont les paramètres des points 
Steiner, montre bien que les points qui nous occupent sont 
les points Steiner, car ils sont au nombre de a-j. 

(Pour plus de détails sur les points d'inflexion et les points 
Steiner dans les courbes du troisième ordre, consulter la 
Thèse de M. Lemonnier.) 



XIII. — Snr les biqnadratiqnes gauches. 

Deux surfaces du second degré, ou quadriques, se cou- 
pent en général suivant une courbe gauche du quatrième 
degré, que l'on a appelée hiquadratique gauche; lorsque 
ces surfaces ont une génératrice commune, la hiquadratique 
se décompose en une droite et en une courbe appelée cubique 
gauche. 

Par une transformation homographique, on peut toujours 
ramener les équations de deux quadriques, et par suite d'une 
hiquadratique gauche, à la forme 



(0 









= f 



5* 



il suffit pour cela, après avoir pris pour tétraèdre de réfé- 
rence le tétraèdre autopolaire commun, de transformer ce 
tétraèdre en un autre ayant une de ses faces à l'infini; on 
peut même, si l'on veul, supposer les trois autres faces rec- 
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tangulaires ; les deux quadriques se trouvent alors rapportées 
à leur centre et, en éliminant tour à tour z et y, on ramène 
leurs équations à la forme (i). 

On satisfait aux équations (i) en posant 

(2) a7 = asnf, j^ = pcn/, 5 = Ydnf. 

La courbe (i) donne donc une représentation géométrique 
toute naturelle des fonctions elliptiques. 
Coupons la courbe (i) par un plan variable 

kx -h B^ H- Gz -h D = o, 

d'après un théorème d'Abel (démontré p. 1 58) ; on devra avoir 

dx\ dx* dxz dx^ 

H r: W- H- -rz ^tt -i 7^ r- = O, 



à{^y^) à{^,^) à((^, ^) d(cp, 4^) 



i^iy yit ^i)y • • • î {^Ay yk9 ^4) désignant les coordonnées des 
intersections du plan et de la courbe et <p, ^ désignant, pour 
abréger, les premiers membres des équations (i). En effec- 
tuant les calculs, on trouve 

dxi dxf dx9 dxt 



y\Z\ yi^i yz^z yw^k 
ou, en remplaçant x^ y y z par leurs valeurs tirées de (2), 

dtx ■+■ dti -\- dti -h dt^ = o, 
c'est-à-dire 

y t = const., 

en appelant ^1, ^2? hj ^a les valeurs de t aux points où un 
plan coupe la biquadratique. On détermine la constante en 
faisant coïncider le plan sécant avec le plan des zy; alors /|, 
t2j hf ^\ sont racines de sn^ = o et Ton a, en négligeant des 
multiples de 41^ et de 4K.V — *? 



2 



t = 0. 



FONCTIONS ELLIPTIQUES. 349 

On peut alors énoncer le théorème suivant : 

Lorsque quatre points d^une biquadratique sont dans 
un même plan, la somme de leurs t est ^o 

Réciproquement, il est clair que : 

Si la somme des t de quatre points d^une biquadra- 
tique gauche représentée par les équations (2) est égale 
à zéro, ces points sont dans un même plan. 

Si l'on suppose ^^ = /2= ^3= ^4, le plan rencontrera la 

biquadratique en quatre points confondus, il sera suroscu- 

lateur ou stationnaire ; le t du point d'osculation sera donné 

par les formules 

it—.o, 

ce qui fournit seize points avec des coordonnées différentes 
correspondant aux valeurs suivantes de t 

o, K, ?.K, 3K, 
KV^^, K^-K'/^, 'iK-hKV^ 3K-hK'/^, 

« 

On démontrera facilement les théorèmes suivants : 

Les seize points stationnaires sont quatre à quatre dans 
un même plan. 

Car, trois d'entre eux étant donnés, il s'en trouve un autre 
tel que la somme de leurs t soit ^ o. 

Deux points dont la somme des t est constante sont tels 
que la droite qui les joint engendre une surface du second 
ordre passant par la biquadratique : on peut obtenir de tels 
points en coupant la biquadratique par un plan paissant par 
deux points fixes de cette biquadratique. 

Le lieu des points d^oii Von peut mener deux tangentes 
à la biquadratique est une courbe plane unicursale du qua- 
trième ordre^ ligne double de la surface développable lieu 
des tangentes à la biquadratique. 
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Toutes ces propriétés et beaucoup d'autres sont des con- 
séquences de la formule 

Pour terminer cet aperçu, nous démontrerons un théorème 
récemment découvert par M. Cayley, et qui découle des con- 
sidérations précédentes. Coupons la courbe 

x = snt, y = cntj z = dut 
par le plan 

ax ■+- hy -h es -h I = o, 

r/, b^ c désignant des constantes, l'équation 

asnf-+-ècn<-+- cdii/-hi = o 

en/ qui en résulte détermine quatre valeurs de t dont la somme 
est ^ o. Si, dans cette équation, on exprime tout en fonc- 
tion de sn^, de cn^ ou de dn^, on obtient des équations du 
quatrième degré qui sont les suivantes, où l'on n'a écrit que 
les premiers et les derniers termes, seuls utiles, 



sn*f ... 



(l-f-6-|-c)(— I-hfe-Hc)^ — 6-1- C)( 1-4-6— c) 

7=^ ; — = o, 

(a y/ — i-f- 6-h c k){ — a/ — i H- 6 -r- cA) / 

x(a/— I — 6 -H ck){a)/— i-^b — ck) ) 



(a-hi-f-c/:'). .. 
cn*/...-i -= =0, 

(a/ — i-h b-h ck). . . 

, . (a-h bk'^—i-\- k). .. 

{ay — i-\- b -h ck). ,, 

On en conclut, en appelant ^i, ^2> ^s> ^4 les ^des quatre points 
de la courbe situés dans le plan, 

k^ K'* sn ti sn t^ su ^3 sn ^4 

— k* en ti en tt en ^3 en ti, -+- dn ^t dn t^ dn t^ dn t^ = k'^\ 

telle est la relation qui lie les fonctions elliptiques sn, en, 
dn de quatre quantités satisfaisant à la relation 
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A cette relation correspond la suivante 

p. + Y' ~ ■ 

qui lie les coordonnées de quatre points de la biquai 
(i) situés dans un même plan. 

XIT. — Snrlaces monoides de H. Cayley. 

M, Cayley appelle surfaces monoides {Comptes 
l. LIV el LVllI) les surfaces représentées par une i 
de la forme 

^désignant une fonction rationnelle de x et de^. Si 1 
pose cette surface d'ordre m, on pourra poser 



(') 






s désignant un polynôme de degré m el if un polyr 
degré m — i . 

La surface monoïde (i) a un point multiple d'ordri 
à l'infini. 

Toute courbe gauche est l'intersection d'une n 
et d'un cylindre. 

En effet, soient P =; o, Q ^ o les équations d'une 
gauche, entre ces deux équations on peut éliminer z 
donne une équation de la forme 

(a) A^. }■) = <>■ 

Cette équation (a) exprime que P ^ o, Q ^ o ont u: 
tion commune z, laquelle, comme on sait, s'exprime 
nellement en x et^-, on peut donc poser (i) 
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La courbe gauche considérée est donc bien l'intersection du 
cylindre (2) et du monoïde (i). 

Un plan coupe la courbe (i), (2) en mn points, siy*=o 
est de degré n et si la monoïde (1) est de degré m. Toutefois, 
la courbe (i), (2) ne sera que du degré mn — a, si a désigne 
le nombre des solutions communes à 



/ = o, 0=0, 



o; 



si ces équations ont efTectivementa solutions communes, (i), 
(2) représenteront a droites parallèles à l'axe des y et une 
courbe d'ordre mn — a. 



XV. — Cubiques gauches. 

On a donné le nom de cubiques gauches aux courbes d'in- 
tersection de deux quadriques ayant une génératrice com- 
mune. Les équations d^une cubique gauche peuvent donc 
être ramenées à la forme 

Px -hQy =0, 
V'x -+- Q> = o, 

P, Q, P', Q' désignant des polynômes entiers du premier 
degré en x^ y, z. Mais ces équations représentent avec la 
cubique Taxe des ^, à savoir j? = o, y = o. 

Une transformation homographique ramènera ces équa- 
tions à la forme 

Gy — Ha7 = o, 

G ^ — H ;; =0, 
où l'on peut supposer ^ = i , ce qui donne 

G _^ ar _ z 

G et H désignant deux polynômes du premier degré. On tire 
delà 

tx 

z = , 

y 

Oy — H a? = o, 
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-Hx, on remplace z par sa valeur, on est ra- 



( M^ — N* = o, 

]t de second degré, mais ne renferment plus z. 
'M ici un paraboloïde hyperbolique; quant au 
il du troisième degré, mais il est facile de voir 
résente un point double 3:^0, ^ ^o; eneQet, 

G = ax -t-by ^-c^ -h ,f, 
H = a' j7 -K h' y •+- c's •+- d, 

devient 

4- d)^ + c:r|j' + [(_aT + b' y + d)y + c-x\x = 0, 

que l'origine est un point double. 
(1) est donc unicursale et, si l'on pose 



présenter celte courbe unicursale au moyen des 



I désignant des polynômes du second degré; de 
:ubique gauche pourra être, en définilive, repré- 
ois équations, telles que 



me constante, si l'on veut, égale à un. L'emploi 
is elliptiques n'est donc plus nécessaire poui 
les cubiques gauches. 
\Ué d'Analyie, IV. sî 
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Résumé des principales formoles elliptiques. 

e{x)= I — ay cos-|r^ ■+- aûf^cos-TT . . ,dziq'**cos—=r— zp... 



xo: ^Tzx . TiTrar 



6|(ar) =t I -4- 2çr C0S-T7- -h açr*cos-^^ h. . .-+- 'iq'^^cos—^ H, . . 

Jv K. iV. 

H(ir)= 2ûr*sin-^ — 2ûr*sin — r^r- 4-. . .± 27^ * ^ sm^ =7 =... 

^ 2K ^ 2K ^ 2K " 

. Y • "^^Z .ira? .\/ . izx A 

„, s ' ^ T.X i 3ic:r (^^)* (2/i-hi)7rar 

Hi(a:) = 2^*cos-ï^ -f-2^*cos — =t- -4-. . .+ 2ûr^ « ^ cos^^ =7-^ H... 

Iv 2 K 2IV 

A 1 ^^/ .ira: A/ v ^^ • A 

= A2^* ^^^n? ( ' "•" a<7*cos-^ -^ ^ )( iH-ag^^cos-^ -^ Ç ) • - ' 

A=(i-3r«)(l-^*)...(l-y«'')..., 

K' 

— ït-r- 

q = e ■^. 

H(o) =0, e(KV-~) = o, 

H,(K) = o, e,(K-+-KV^) = o. 

e(a7H^K)= e,(a:), ei(a:-i- K)= e(a:), 
H(ar + K) = n,(ar); Hi(a:-h K)= - H(ar). 

H {x -h K' /^) = v/^B e (ar); Hi (a? -^ K' y/^) = 3 0, (a-). 

e(ir-f-2K'/^)= -A 6(37), e,(a?-f-2kV^)= Aei(x), 
H(ar-+-2K'/=n')=-AH(ar); H,(a:-h2K'v/^)= AH,(x). 
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I H(*) 



^ /F H, (a;) rp 



/T H,(o) 

e(o) 

6,(0)' 






V^ 



1. 

2^* 



9^ 



I -+- 2^ -h a^r* 






Ky/? _ y*-3y^-^. . . 



Kv/T 



1 1 



7t 



1 — 2^ -h 2^* . . . 



TT 



I -t- 2^ 4- 2gr* 



e.(o) = ^^, 6.(o) = ^2£' 



0(ar) = 2/?* cosh 






(Htliy (27i + i)Trar 

^ * / cosh ^^ =77^ h... 

2K 



= A2/) 






a/> 



1^ /y \ / T 

H- 2jO* COS h "1^7- -+- />* j ( I -i- 2jO* cos h 



ira? ^\ 
■^1 ~^/^ I . . . . 



ira? 



9j(x) = I -f- 2/> cosh -^^ +2/?* cosh -T77 — !-. ..-r- a/?" cosh 



K' 



K' 



(7CJ7 \ / TZ 3? \ 

I -h/? cosh -|T7- -H/?')( I -h/?' cosh -^ +/?*)• • •» 



Sttx 



.(^)\:„KÎ« + i 



r/a;)= 2/?* sin h —=77 — 20* sinh — r^r -f-. . .± 2/>^ ' -^ sinh =77—113731 

^ 2K ^ 2K '^ 2K ^^ 

= A2jD*^siDh ^( I — 2/?* cosh -î^ -i-/?*Vi — 2jo*cosh ^ -T-p^j- . ., 

, ira? ^ , 2ita7 , , 37ra: 

I — 2p cos h 1^ -f- 2/?* cos h -j^T 2/?' cos h -j^ -f- . . . 

= A( I — 2/? cosh -=^ -^P^)\ * — 2/?' cosh 1^ -H/?*]. . .. 



(x) = 



A =(i -/>«)(! -/>')(■ -jf •)•... 



K 

p = e *. 



7)(o) = o, o(K'/=rT) = o, 

ti,(K) = o; Oi(K-+-K'/^) = o. 



7) 6, r,i 



7t. r« 



e '^ H - e, " Ht " ^^ • 
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Périodes 



Zéros 



Infinis 



snjT. 



4K, 2KV-« 
o, 2K 



Uk+kV— I 



cnj:. 


dnjc. 


4K, 




2K-1-2KV 1 


2K, 4KV 1 


K, -K 


i Kh-KV I, 
K-i-KV I 


Id. 


Id. 



Pour X 



o 

K 
2 

2 

K 
2K 

2KV^ 



2K-h kV" ï 

K -4- K' v/=7 



snx. 



o 



:v7— A^ 



A /- 



I 
O 

00 
o 

I 



VALECRS DE 



CD.r. 






A-i 



o 
— I 

30 



30 






dnx. 



>/^' 






A' 
I 

oc 
— I 

00 



sn( — x)= — snar, 
rn( — x)— cna:, 
dn(— rr)— dna?; 

^ ' dna^ 

dn(K-i-ar)= -, — ; 
^ ' dnx 



sn(2K 
cn(2K 
dn(2K 



X) 
X) 
X) 



sn(K — :r) = 
cn(K — T) = 
dn(K — 2-) = 



sn^, 
dnx. 



cna? 
dnj?' 

A' 4^, 



dnx 



dnx 



FONCTIONS KLLIPTIQUBS. 

sn(JK'/^-(-i) = snx, 
dn(aK'/ — i -t-a^) = — dna?. 

c.(KV=7+x) = -!EÏ|2 
sn« pour I = K'/— I = T ( 

ï^ pour X = aK + KV— I = — j 

.=< = /= 

>- =»/= 
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EXERCICES ET NOTES. 



angle sphtirique dont les angles sont A, B, C et es 



:Asnu, cosA-^dnu, 

-Xsni., cosB^dni., 

= *sn(« + .t cosC = _dn(m-«). 
(Gl, 
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2. Appliquer le théorème de Liou ville (p. 274) au développement 
de sn{mx -h a) en fonction de snar et de sn'a?. 

3. Appliquer le théorème de Liouville au calcul de snx en fonc- 
tion du sinus amplitude correspondant à une période m fois plus 
petite. 

é. Trouver les zéros et les infinis de cna?-+-/ — i sna:. (Lemon- 
NIER, Annales de V École Normale j a étudié les propriétés de celle 
fonction: 1878.) 

5. On a, en appelant F(sn*j7) et/(sn*a;) des fonctions des degrés 
n et n — 2 en sn'x, 

F(sn«x)-H/(sn«^)^i^ = C "(^-"QHfr^- «.)■■■ H(^ -a„) 

^ ^ ''^ ' dx e«'»(a:') 

G désignant une constante et a^ a?, ,,,^an les zéros du premier 
membre. (Hervite, Notes au Traité de Lacroix,) 

6. Reconnaître si une intégrale de diATérentielle binôme est expri- 
mable en termes finis, au moyen des fonctions elliptiques ou au moyen 
des fonctions hyperellipliques. 

7. Appliquer la méthode de Fourier au développement d'une fonc- 
tion doublement périodique en série trigonométrique. 

( Voir Briot et Bouquet, Fonctions elliptiques.) 

8. On a 



/ 





X 



A'*snacnadna sn*a?rfa7 6'(a) 1, Qix — a) 

::::: X ^ - -4- — \0VL — ^ » 

I — X:«sn*asn»a7 e(a) 2 ^^(x-^a) 

/A'snacnacn'a? _ H',(a) i. Jd{x-~a) 

dna(i — A-2sn«asn«a7) ""^^ e(a) "" 2 ^^e(x-ha)' 

''^sna cnadna<ia7 6'(ûf) ii H(a-+-x) 






sn*a — sn^ar ^(«) ^ H(a — op) 

(Jacobi.) 



9. Si l'on a 

f{x) = A -h Ba: -f- Ga7« -h Da?», 

l'intégrale de l'équation 



FONCTIONS ELLIPTIQUES. 869 

sera 

= [A-T-B(a7-4-7-ha)-^C(a7>^H-ja-+-aiF)-h Djr^a]', 

a désignant une constante arbitraire 

(Mag-Mahon, Quarterly Journal; i883.) 

10. Quelques auteurs (Weierstrass, Halphen, HoQel, . . . ) ont fondé 

la théorie des fonctions doublement périodiques sur la considération 

de la fonction 

_ /•* du 

et de son inverse 

u=p{z)\ 

remploi des fonctions/? est peut-être plus simple que celui des fonc- 
tions sn, en, dn ; mais, comme la plupart des bons Mémoires sont écrits 
dans la cotation de Jacobi, nous avons cru devoir la conserver avec 
M. Hermite. 

(Voir Traité des Fonctions elliptiques^ par G. -H. Halphen.) 



z = 
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CHAPITRE XI. 



CHAPITRE XL 

ÉTUDE DES FONCTIONS ABÉLIENNES. 



I. — Préliminaires. 

Dans ce Chapitre, nous allons faire une étude rapide des 
intégrales des fonctions algébriques d^un genre supérieur à 
un; ces intégrales sont ce que l'on appelle proprement des 
intégrales abéliennes. 

On peut étudier les propriétés des intégrales abéliennes 
par les méthodes de Cauchy, ainsi que Tout fait successive- 
ment MM. Clebsch et Gordan et, plus récemment, Briot. 
Toutefois, les méthodes imaginées par Riemann, élucidées 
et perfectionnées par MM. Neumann, Clebsch, Liiroth, nous 
paraissent plus simples et plus rapides (^). 

Nous commencerons par exposer un mode de représenta- 
tion des fonctions imaginaires inventé par Riemann, et qui 
servira de base à nos recherches ultérieures. 

[Riemann, sa Thèse, Gottingue, i85i {Théorie der abels- 
chen Functionen; — Journal de Crelle-Borchardi, 1837) 
— ou ses Œuvres complètes.] 

II. >- Surfaces de Riemann. 



Considérons la fonction z'" : elle possède m valeurs en 
chaque point du plan, valeurs qui se permutent, comme Pon 
sait, autour de Torigine. 



(*) L'emploi des surfaces de Riemann n'est pas absolument nécessaire en 
Analyse, mais nous croyons devoir en faire usage pour faire connaître un 
langage employé surtout par les géomètres allemands. 
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Par Torigine O faisons passer une ligne indéfinie dans un 
sens OL et limitée au point O, et fendons le plan sur lequel 
on représente les imaginaires suivant la ligne OL; traçons 
enfin une courbe fermée MNPM autour du point O. 

Cela fait y partons du point M et faisons suivre à la variable z 

le contour MNPM, avec une valeur initiale Uq de z"*; inscri- 
vons, chemin faisant, en chaque point du contour les valeurs 

i_ 
correspondantes de z'", nous arriverons au point de départ M 

avec la valeur UqC '" de -s"*. Plaçons au-dessous du plan sur 
lequel on a représenté jusqu'ici les imaginaires un autre plan 

Fig. 11. * 



' O ' 

— p 



parallèle infiniment voisin, fondons-le également suivant la 
projection de OL, et soudons le bord droit de la coupure OL 
du plan supérieur avec le bord gauche de la coupure OL du 
plan inférieur, puis continuons à faire cheminer le point z, 
non plus sur le premier plan, mais sur le second le long de la 
projection de MNPM sur le second plan, en continuant à 

inscrire, chemin faisant, les diverses valeurs de 2"*; nous 

2 

arriverons de nouveau en M avec la valeur Uq '" ; plaçons 
au-dessous du second plan un troisième plan parallèle et 
infiniment voisin fendu suivant la projection de OL, en sou- 
dant le bord droit de la seconde coupure avec le bord gauche 
de la troisième; continuons à faire cheminer z sur le troi- 
sième plan, et ainsi de suite. Quand nous aurons parcouru la 
projection de MNPM sur le m*^°**^ plan, nous reviendrons en M 
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avec la valeur Uo ; alors, soudant le bord droit de la m**"^ cou- 
pure avec le bord gauche de la première, nous repasserons sur 
le premier plan. 

L'ensemble des plans dont nous venons de faire usage 
constitue une sur/ace de Riemann; en chaque point d'une 

pareille surface, la fonction 5"* n'a qu'une seule valeur, si 
l'on convient de ne jamais franchir OL en restant sur le même 
plan, mais de passer par les soudures comme sur un pont* 
Considérons encore la fonction 

joignons les points a et 6 par une ligne droite ou courbe et 
fendons le plan sur lequel on représente la variable z suivant 

Fig. 12. 







cette ligne ab. Si l'on décrit une courbe fermée quelconque 
qui ne coupe pas aby le point z revient au point de départ 
avec la valeur initiale de la fonction w; il n'en est plus de 
même quand le contour fermé décrit par le point z coupe 
une fois la ligne ab. 

Plaçons au-dessous du plan sur lequel on représente la 
variable z un second plan parallèle infiniment voisin, fen- 
dons-le suivant la projection aè, soudons le bord droit (par 
rapport à l'observateur regardant dans le sens de la flèche) 
de la coupure supérieure de ab avec le bord gauche de la cou- 
pure inférieure et vice versa, puis faisons parcourir à z une 
courbe MNPM entourant le point a; si z est parti de M avec 
la valeur initiale Uq de //, il revient en M avec la valeur — tfo« 
Supposons que l'on ait inscrit en chaque point z du parcours 
de la variable la valeur correspondante de u ; continuons à faire 
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cheminer z, mais sur le plan inférieur en suivant la projec- 
tion de MNPM, on reviendra en M avec la valeur initiale w© 
de a; et si, chemin faisant, on a inscrit en chaque point z la 
valeur de u correspondante, on voit que, sur la surface ainsi 
constituée par nos deux plans fendus et soudés, la fonction u 
n^aura jamais qu'une seule valeur bien déterminée, pourvu 
que Ton ne fasse jamais franchir au point z la coupure ab- 
sans le faire passer d'un plan au plan voisin. La surface dont 
nous venons de faire usa^e est encore une surface de Riemann. 
Nous pourrions multiplier les exemples à Tinfînij et nous 
montrerons, mais plus loin, que toute fonction algébrique 
peut être considérée comme n'ayant qu'une seule valeur en 
chaque point d'une surface convenablement formée de plans 
superposés, fendus et soudés. 

III. — Propriété des fonctions qui peuvent être représentées 
au moyen des surfaces de Riemann. 

D'une manière générale, nous appellerons surface de Rie- 
mann une surface formée de plans superposés parallèles et 
infiniment voisins; ces plans pourront être fendus suivant 
certaines lignes dites de passage; aucune de ces lignes ne 
pourra être franchie par un mobile assujetti à demeurer sur 
la surface, sans que ce mobile passe d'un plan à un autre. A 
cet effet, on pourra supposer les bords des coupures conve- 
nablement soudés, comme il a été expliqué plus haut. 

En chaque point d'une pareille surface, représenté par ses 

coordonnées x^ y ou par l'imaginaire a: -{-^^/'--i = 5, on 
pourra inscrire une valeur arbitraire fonction de x el^. 

Toute fonclion qui n'aura jamais qu'une dérivée relative 
à z sera dite mono gène; toute fonction qui en chaque point 
d'une surface de Riemann n'aura jamais qu'une seule valeur 
sera dite monodrome sur cette surface. 

Une fonction monodrome, monogène, finie et continue 
sur une portion de surface de Riemann, est dite synectique 
sur cette portion de surface. 
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IV. — Sur Tordre adelpbiqne des surfaces. 

Une surface est dite monadelphe (*) quand elle est par- 
tagée en deux morceaux distincts et capables d'être séparés 
l'un de l'autre au moyen d'une coupure allant d'un point 
quelconque de son contour à un autre. Toute surface fermée 
(comme une sphère ou un plan que nous supposons fermé à 
l'infini) sera censée trouée quelque part et le trou constituera 
un contour. A ce point de vue, le plan sur lequel on représente 
les imaginaires est une surface monadelphe, parce qu'une 
ligne quelconque indéfinie dans les deux sens le partage en 
deux morceaux distincts et capables de se déplacer indépen- 
damment l'un de l'autre,. 

Une surface est diadelphe, quand on peut la transformer 
en surface monadelphe au moyen d'une coupure allant d'un 
point à un autre de son contour, sans jamais rencontrer le 
contour entre ces deux points. 

Une surface triadelphe est celle qui peut être transformée 
en surface diadelphe au moyen d'une coupure allant d'un 
point à un autre de son contour, sans jamais rencontrer le 
contour de l'aire dans l'intervalle, etc. 

Exemples, — L'aire d'une couronne circulaire est dia- 

Fig. i3. 




delphe, parce que l'on peut la transformer en surface mona- 
delphe au moyen d'une droite telle que ab allant de l'un des 
points a de son contour à un autre 6. La ligne aè, que Ton 
doit alors considérer comme une ouverture pratiquée dans la 



(') Einfach zusammen hangend, d'après Riemann 
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surface, lui sert alors en quelque sorte de double contour, et 
il est bien clair que la nouvelle surface ainsi obtenue est 
monadelphe, car une coupure quelconque allant d^un point 
de son contour à un autre la morcelle. 

Si, dans une couronne circulaire, on pratique un trou cir- 
culaire, une coupure telle que ab la transformera en sur- 
face diadelphe et une seconde coupure cd en surface mona- 



Fig. 14. 



V 




delphe, car toute nouvelle coupure faite en considérant ab 
et cd comme des ouvertures infiniment minces morcellera la 
surface, etc. 

Nous appellerons section toute coupure allant d'un point du 
contour de Taire à un autre point de ce contour, sans rencon- 
trer ailleurs les contours de Taire ; on considère, bien entendu , 
comme faisant partie des contours de Taire : i° les sections 
déjà pratiquées dans Taire ; 2® la section même que Ton trace. 
On appelle rétrosection (*) une coupure qui, partant d'un 
point même de Taire, revient à ce point sans avoir jamais 
rencontré un contour de Taire. 

Théorème I. — Si Von considère un ensemble S de sur- 
faces monadelphes ou polyadelphes, et si Von pratique 
dans ces surfaces un nombre total (x de sections parta- 
geant ces surfaces en surfaces monadelphes en nombre v, 
le nombre [x — ^ ne dépend pas de la manière dont les sec- 
tions ont été menées. 



(') RQckerschniU. 
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En eflet, faisons dans S un premier système de sections en 
nombre p. et un second système de sections, indépendant du 
premier, en nombre [a'. Supposons que le premier système 
fournisse v surfaces monadelphes et le second v'; soit X* le 
nombre des points où le premier et le second système de 
sections se croisent. 

Si l'on commence par mener le premier système de sec- 
lions, le second système de sections rencontrera Tancien 
contour de l'ensemble de nos surfaces en 2[jl' points (double 
du nombre de ces sections) et le nouveau contour formé par 
ie premier système de sections en ik points; à ces a^'-l-aX* 
points correspondront [x' + A* sections proprement dites. Si 
l'on avait commencé par mener le second système de sections, 
te premier système aurait introduit p. + A* sections nouvelles. 

Le nombre total des morceaux dont se composera l'en- 
semble de nos surfaces après l'introduction des deux systèmes 
de sections peut s'évaluer de deux manières : i® il est égal 
au nombre des morceaux v monadelpbes fourni par le pre- 
mier système de sections, augmenté du nombre jx'-f-A'des 
sections introduites par le second système (*) : il est donc 
égal à V -H [x' -r A* ; 2° il est aussi égal à v' 4- ix + A", donc 



on en conclut 



jji'-h A- — v-h a -h A; 



i 



fX V = [A — V . 



•Cette démonstration suppose les A* points de rencontre des 
sections situés à l'intérieur de nos surfaces et non sur leur 
contour; mais, s'il s'en trouvait un sur leur contour, il fau- 
drait évidemment remplacer k par k — i , et nos conclusions 
subsisteraient entièrement. 

Si l'on considère une aire monadelphe, pour cette aire 
jjL — V peut s'obtenir en faisant |x = i; alors v = 2, et Ton 
a p. — V = — I . 

Si l'on considère une surface diadelphe, on pourra faire 

(*) Chaque section partage une surface monadelphe ea deux morceanS' 
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jji = I , et, comme v = i , jx — v sera égal à o ; alors (jl — v = o ; 
pour une surface Iriadelphe, on aurait jjl — v = i , etc.; donc, 
N étant l'ordre adelphique d'une surface, on a 

N = [1 — V -I- 2. 

C'est ce nombre [x — v -f- 2 que nous prendrons pour la défi- 
nition de Tordre adelphique d'un système de surfaces. 

Théouème II. — Soit N V ordre adelphique d^un système 
de surf aces ; si ron y pratique n sections y on les transfor- 
mera en un système de surfaces d^ ordre N — n. 

En eflet, soit [x le nombre de sections qu'il faudrait faire 
pour transformer nos surfaces en v morceaux monadelphes. 

On aura par définition 

N — [Jt — V -h 2. 

Si l'on pratique une section, le nouvel ordre Nj s'évaluera 
en observant qu'il faudra faire [x — i sections pour partager 
les surfaces en v morceaux monadelphes; donc 

Ni = |x — I — V -4- a, 

donc 

N, = N — I. 

Si l'on pratique deux sections et si l'on appelle N2 le nouvel 
ordre de nos surfaces, on aura 

N, = N,-i = N — 2; 

et ainsi de suite, ce qui démonlre le théorème énoncé. 

Théokeme m. — Une rétrosection ne modifie pas l'ordre 
adelphique d'un système de surfaces. 

En effet, soient N l'ordre d'un système de surfaces, N' ce 
que devient cet ordre après une rétrosection : d'un point de 
la rétrosection menons une coupure qui aboutisse au con- 
tour de l'aire, l'ensemble de la coupure et de la rétrosection 
forme une section^ si bien que l'ordre N" de notre ensemble 

de surfaces sera 

N'=N — i; 
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mais on a aussi 

IN'=N'— I, 

donc N = N'. c. q. f. d. 

Théorème IV. — U ordre adelphique N d^une surface 
est égal au nombre de sections n qu^ il faut pratiquer pour 
la rendre monadelphe, augmenté de un. 

En effet, Tordre d'une surface monadelphe élanl 4- i, on a 
N — n = 4-i ouN = /2-f-i. 

Théorîsme V. — Uordre adelphique d'une surface est 
égal au nombre de ses contours augmenté d\in nombre 
pair positif ou nul. 

En effet, soient N l'ordre adelphique d'une surface, C le 
nombre de ses contours ; toute section pratiquée dans la sur- 
face augmente ou diminue d'une unité le nombre de ses con- 
tours, suivant que ses extrémités aboutissent au même con- 
tour primitif ou à des contours différents; mais toute section 
diminue son ordre d'une unité. 

Donc, au moyen de N H- i sections, on peut rendre le 
nombre de ses contours égal à C — (N -h i)(2A*4- i), et son 
ordre égal à -|- 1 ; elle sera alors monadelphe et le nombre de 
ses contours sera égal à un ; donc 

i = G— (N-f-i)(aX-M) 
ou 

C diffère donc de N d'un nombre pair. c. q. f. d. 



V. — Ordre adelphique des surfaces de Riemann. 

Une surface de Riemann n'est pas nécessairement mona- 
delphe, bien qu'elle puisse s'étendre à l'infini. En supposant 
qu'une pareille surface s'étende à l'infini, on la suppose 



!"■ •T ' , f t;i 
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fermée (*) et contenant seulement une ouverture infiniment 
petite; son ordre sera donc impair; donc : 

Théorème I. — Toute surface de Riemann est d'un ordre 
adelphique impair^ et elle devient monadelphe seulement 
au moyen d'un nombre de sections pair 2/?. 

Théorème II. — Soit une surface de Riemann formée 
de m plans superposés ; soient w le nombre de ses points 
de ramification^ n^ , /ij, . . ,,n^les nombres de nappes qu'ils 
réunissent ou, si l'on veut, les ordres de ces points, l'ordre 
de la surface sera 

et elle deviendra monadelphe au moyen de 

sections. 

En effet, prenons l'ouverture infiniment petite pour base 
d'un cjlindre coupant toutes les nappes, nous introduirons 
ainsi m — 1 rétrosections. Coupons encore la surface par un 
autre cylindre à base fermée infiniment petite, nous intro- 
duisons encore m rétrosections sans altérer Tordre N de la 
surface ou du système de surfaces dans lesquelles nous trans- 
formons la surface de Riemann considérée. Projetons la figure 
sur un plan parallèle aux feuillets de la surface de Riemann : 
la projection se composera de deux petites courbes fermées 
C, C et les points de ramification se projetteront en pi, 
pa> •••? Ptvî menons alors w lignes partageant Taire com- 
prise entre les courbes C, G' en w cases contenant chacune 
un point p et un seul; enfin prenons ces lignes pour bases de 
surfaces cylindriques droites qui couperont la surface de Rie- 
mann suivant y- = ^^^ sections. 

Les rétrosections n'altérant pas Tordre de la surface, nous 

C) Uq plan peut être considéré comme une sphère de rayon infini. 
L. — Traité d'Analyse, IV. 24 
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n'en tiendrons pas compte. Mais toutes les coupures, sections 
et rétrosections étant faites, la surface de Riemann est rem- 
placée par des morceaux détachés : le premier cylindre a 
détaché m — i morceaux, le second en a détaché m, les 
autres cylindres ont détaché des morceaux dont nous allons 
compter le nombre. Supposons qu'il s'agisse des morceaux 
qui, en projection, contiennent le point p/, nous aurons 
m — Tii feuillets séparés plus ni feuillets réunis, en tout 
m — /i/-f-i morceaux; le nombre total des morceaux sera 
donc 

V = m -f- /n — i-f- ^Xm, — /i/-4-i) = (tv-ha)m-+- w — 1 — / ,n* 

Or, en vertu du théorème I du paragraphe précédent, 

N = jx — V -h. 2 ; 
donc 

N = mw — (w -f-2)m — cv-i-i-H^n-j-a 



ou 



N = N^ n — 2 m — IV H- 3. c. Q. F. D. 

Ce raisonnement tombe en défaut quand deux points de 
ramification viennent à se confondre ou, plus exactement, 
viennent à se placer l'un au-dessous de l'autre. Mais, si l'on 
observe que le nombre N ne change pas en tordant un peu la 
surface de Riemann, de manière que les points de ramifica- 
tion, d'abord projetés sur le même point, viennent se pro- 
jeter en des points différents, on verra sans peine que les 
conclusions précédentes sont toujours exactes. D'ailleurs 
ce cas ne se présentera jamais dans ce qui va suivre. 
La fonction 

V^(a7 — a){^x — h) 

peut être représentée sur une surface d'ordre 

2-T-2 — 2.2 — 2-4-3 =1. 

Nous allons maintenant nous occuper de la construction de 
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la surface de Riemann, sur laquelle on peul représenter une 
fonction algébrique donnée. Pour cela, il est nécessaire de 
revenir un instant sur le mode de représentation de Cauchy. 



VI. — Types simples de fonctions algébriques que l'on peut 
se borner à considérer dans la théorie des intégrales abéliennes. 



Supposons que 



(0 



f{œ,y) = o 



soit l'équation algébrique qui définit la fonction j^, qui entre 
dans une intégrale abéliennc. On peut toujours supposer 
que la courbe représentée par Féquation (i) n'a pas de 
points multiples à tangentes confondues; car, si elle avait de 
tels points, on pourrait les faire disparaître au moyen d'une 
série de transformations quadratiques, transformations qui 
remplaceront l'intégrale abélienne par une autre de même 
nature (p. 73). 

Les points singuliers de y ne sont plus alors des points de 
ramification. En faisant subir à la courbe (i) une transforma- 
tion homographique, on peut toujours faire en sorte que les 
tangentes parallèles à l'axe des x aient avec la courbe un con- 
tact du premier ordre; une pareille transformation change 
l'intégrale abélienne en une autre intégrale abélienne, dans 
laquelle la fonction algébrique y n'a que des ramifications 
simples, c'est-à-dire est telle que deux seulement de ses 
valeurs se permutent autour d'un même point critique; 
enfin, on peut toujours faire en sorte, au moyen de cette 
même transformation homographique, que le point à l'infini 
ne soit pas critique. Ainsi, une fois pour toutes, dans ce qui 
va suivre, nous supposerons que les fonctions algébriques que 
nous aurons à considérer : 

1** N'ont pas de points critiques à V infini; 
2® Autour de leurs divers points de ramification, deux 
valeurs seulement de la fonction se permutent entre elles. 
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VII. — Systèmes de lacets d'un polygone. 

Soit y une fonction algébrique de x qui ne présente plus 
que des ramifications simples et à distance finie. Soient ai, 
^2} • • M ^fv C63 ramifications, que nous supposons rangées 
dans un ordre quelconque. Appelons x^ un point à partir 
duquel nous ferons varier x^ et qui sera la limite inférieure 
des intégrales abéliennes que nous aurons à considérer. 

Joignons successivement les points ai, a^^ ..., a^, au 
moyen de lignes droites ou courbes, assujetties seulement à 
ne pas se couper, à former un polygone fermé «<, a^^ ..., 
a^ que nous appellerons le polygone C relatif à l'arrange- 
ment ai, a2, • . •, a^, qui contiendra dans son intérieur le 
point x^. 

Formons ensuite un système de lacets ayant leur entrée et 
leur sortie en j:© et leurs points critiques respectivement en 
ai, a2, . . ., ciw* Nous assujettirons ces lacets (qui pourront 
avoir leurs bords courbes ou rectilignes) : 1° à ne pas se 
couper mutuellement; %^ à ne point sortir du polygone C, 
si ce n'est dans la partie circulaire qui entoure les points cri- 
tiques. Ce système de lacets sera dit relatif au potygoneC* 
Nous appellerons lacet a/ celui dont le point critique est a/. 

Supposons la fonction y d'ordre m et soient y^^ y^^ . . ., 
y m ses diverses valeurs en ^o- Si Ton part de Xo avec la valeur 
initiale y^ de y, et si l'on parcourt le lacet a/, on reviendra 
en général en Xq avec la valeur initiale àe y^\ alors le laceta, 
est dit inactif. Mais il peut arriver aussi que l'on revienne 
au point x^ avec une valeur ^v dey différente de^j^, le lacel 
est alors actif et l'on dit qu'il unit ou permute les valeurs 
y^ et ^v de y; on dit aussi que le point a/ unit ou. permute 
ces valeurs. Il va sans dire que les valeurs de y permutées 
par un lacet changent avec la forme affectée par les bords de 
ce lacet, quand les anciens et les nouveaux bords comprennent 
entre eux des points critiques. 
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VlII. — Lacets londamentanx, groupes de ramifications. 

Appelons^! une valeur quelconque de^ en ^q. Cette valeur 
se permute avec une autre autour d'un certain lacet a/; car, 
si yi ne se permutait avec aucune autre valeur de^, j^ serait 
monodrome et l'équation algébrique définissant y ne serait 
pas irréductible. Soit y 2 la valeur avec laquelle se permute 
y^ autour du lacet a,; mettons de côté tous les autres lacets 
(s'il y en a) unissant ^^4 et^j. 

Désignons par aj un lacet unissant yi ou y2 à une autre 
valeur ^3 de y (et il en existera une au moins, sans quoi yi 
et y 2^ se permutant exclusivement, seraient racines d'une 
équation algébrique irréductible); mettons aussi de côté tous 
les autres lacets unissant jk* ou y2 à j^3, soit a^ un lacet unis- 
sant j^i, ^2 ou y^ à une nouvelle valeur ^4 dey, et ainsi de 
suite. Les lacets ai, ajt ak^ ..., à l'aide desquels on peut 
passer de j/'i '^ym^ choisis comme il vient d'être dit, forment ce 
que l'on appelle un système de lacets fondamentaux , 

Nous dirons que des lacets ou des ramifications forment 
un groupe, lorsqu'ils unissent les deux mêmes valeurs à^ y 
et qu'il n'existe pas d'autres lacets ou d'autres ramifications 
unissant les mêmes valeurs dey. Le groupe formé des lacets 
qui permutent y/ etyy sera désigné par G17. 

Un groupe qui contient un lacet fondamental sera ce que 
nous appellerons un groupe fondamental . 

Nous remarquerons, au sujet des lacets fondamentaux : 

1** Qu*il existe toujours un lacet fondamental permu- 
tant y i avec une valeur de y dUndice moindre. 

Ces lacets ayant été fournis de manière*à passer de jk« à 
toutes les valeurs dey prenant des indices croissants. 

2® On peut toujours passer de la valeur y p quelconque 
à lavaleuryq au moyen de lacets fondamentaux, à l^ exclu- 
sion de tout autre lacet. 

En effet, au moyen de lacets fondamentaux, on permutera 
yp successivement avec des valeurs d'indice moindre et l'on 
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tombera sur^i ; en parcourant ensuite la suite naturelle des 
lacets fondamentaux, on finira par tomber surj'^, puisque les 
lacets en question sont choisis de manière à atteindre toutes 
les valeurs de y. 

La route que nous avons suivie pour passer dey^, à y^ ne 
sera pas toujours la seule que l'on puisse suivre, et l'on con- 
çoit qu'il ne soit pas nécessaire de descendre jusqu'à l'indice i 
pour atteindre l'indice q. 



IX. - Effet produit par un changement de forme dn polygone C. 

Supposons que l'on ait formé le polygone des ramifications 
comme il a été expliqué au § VII, et désignons par «i, 
^2) ^3) • • •? <7m, ses sommets successifs qui sont les w points 
de ramifications de la fonction^ que nous supposons toujours 
d'ordre m. 

Chacun des lacets que l'on peut former en prenant pour 

Fig. i5. 




"Offi-i 



origine le point x^ et pour point critique l'un des points a^ 
«2? • • •> CLwi sans sortir du polygone C, comme il a été expliqué 
au § VII, permute deux valeurs bien déterminées de y^ 
mais ces valeurs de^ dépendent de la forme donnée au poly- 
gone C, ou plus exactement de l'ordre dans lequel on range 
ses sommets a^^a^^ . . . , a^,, parce qu'alors la forme des lacets 
change complètement. 

C'est ce que nous nous proposons d'examiner en détail. 
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Permutons d^abord deuic sommets consécutifs; à cet effet, 
imaginons qu'au lieu de joindre «r/_i à a/ on joigne «,_« à Ui^i 
et qu'ensuite on joigne a/^i à a/ puis à «1^.2, et ainsi de suite, 
comme auparavant. On formera un nouveau polygone C, et 
à ce nouveau polygone correspondront de nouveaux lacets. 
Nous supposerons, une fois pour toutes, que lecôtéa/_i a/+i 
est intérieur au polygone C,queaia/^2 l"î est extérieur; enfin 
^iOi+i pourra lui être soit intérieur, soit extérieur, mais en 
tout cas Xo sera intérieur à G' comme à G. Dans l^Jlg. i5, 
le polygone G est en traits pleins, G' en traits discontinus. 

Les lacets, relatifs aux points «i, «2» •••> ^i-t^ <^/+o ««m <^iv> 
n'ayant pas nécessairement changé de forme, unissent toujours 
les mêmes racines; mais le lacet ai a changé de forme : sa 
nouvelle forme dans \dijig, 16 est tracée en traits pleins, son 
ancienne forme en traits discontinus, et, en déformant le 
nouveau lacet a/, on voit qu'on le ramène aux anciens lacets 
parcourus successivement 

les lignes composées de traits et de points sont les côtés du 

Fig. 16. 

// / Il 

^NO <( Il ^ » ^ 

• // Oi-1 

"17 

polygone G'. Il résulte de là qu'en appelant a, p, y, 8 quatre 
entiers quelconques différents, et au plus égaux à m : 
1° Si, primitivement, 

a/H-i permutait y^ et j^p, 

ai y^ et yi, 

maintenant a/ permute y^ et y^\ 
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2" Si, primitivement, 

a/^-i permutait ^a et ^p, 

«/ ^3 et j^y, 

maintenant a/ permute j'a et y^\ 

3® Si, primitivement, 

a/4.1 permutait ^a et ^p, 

«/ ^a et ^p, 

maintenant a/ permute ^^ et y^\ 

en d'autres termes, a/ unit les mêmes racines dans C et C, 
5/ a/ et ai^\ unissaient les mêmes racines ou des racines 
toutes différentes. Il unirait des racines différentes dans 
C et C, si, dans G, ai et a^^x unissaient des racines dont 
une seulement appartient aux deux lacets ^ alors ai dans 
G' unirait les racines non communes. 

En tout cas, un lacet qui rétrograde unit toujours les 
mêmes racines. C'est le lacet qui avance qui seul peut unir 
des racines différentes de celles qu^il unissait avant de 
changer de place. 



X. — Théorème de M. Lûroth. 

Lemme I. — On peut toujours former le polygone des 
ramifications, de manière que ses sommets soient dans un 
ordre tel, que les lacets correspondant à ces sommets 
donnent lieu aux groupes successifs 

G|i, G18» ..•, Gimf Gj^s, ..., G/n— i,rt> 

dont quelques-uns peuvent manquer. 

En effet, prenons pour premier sommet un point unissant 
y^ ^^y2y le polygone étant d^ailleurs formé d'une façon arbi- 
traire; considérons alors un autre sommet unissant j^i ely^j 
faisons rétrograder ce sommet par le procédé indiqué au 
paragraphe précédent pour le placer le second, d'après la 
remarque faite dans ce paragraphe, il unira toujours j^'i et j^j. 
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Prenons un troisième sommet unissant y^ et y^^ faisons-le 
rétrograder pour le mettre à la troisième place, et ainsi de 
suite jusqu^à ce que Ton ne trouve plus de sommets nouveaux 
unissant y^ ^ y%- Faisons ensuite rétrograder de la même 
façon les sommets unissant ^i à ^3, pour les placer à la suite 
de ceux qui unissent j/*! à^2> en nous réservant de placer 
toujours en tête, s'il s'en forme de nouveaux, les sommets 
unissant^! et j^^; plaçons à la suite des sommets unissant y, 
à/3 ceux qui unissent j^j et^ji, et ainsi de suite; nous arri- 
verons ainsi à former les groupes successifs 



Git, G|3, 



Gi,/,, G 



i3) 



'm— 1 /«> 



dont quelques-uns évidemment pourront manquer. 

c. Q. F. D. 

Lemme II. — Ces groupes G12, Gis, ••• contiennent 
chacun un nombre pair de lacets^ et par suite le nombre 
total des lacets est pair. 

Pour le prouver, décrivons la série totale des lacets succes- 
sivement, ce qui revient à décrire un lacet ayant le centre de 
son cercle à Tinfîni; Tinfini n'étant pas critique, le point 
décrivant reviendra en Xq avec la valeur initiale de y\ mais, 
si le groupe G12 contenait un nombre impair de lacets en 
partant de x^ avec la valeur initiale ^1, on reviendrait, après 
avoir parcouru le groupe G 12, avec la valeur j'2; les groupes 
G|3, G«4, . . ., Qfirn seraient inaclifs, et, comme les groupes 
suivants ne permutent j^i avec aucune autre valeur de y, on 
ne saurait, après avoir parcouru les lacets restants, revenir 
en Xq avec la valeur initiale y\ : ainsi le groupe G12 contient 
un nombre pair de lacets. 

Je dis que G13 contient aussi un nombre pair de lacets. En 
effet, partons toujours avec la valeur initiale j^i dey; on 
parcourt le premier lacet de G13 avec la valeur initiale y 1 
de y y puisque G42 contient un nombre pair de lacets, et, si 
G|3 contenait un nombre impair de lacets, on terminerait le 
parcours du groupe G|3 avec la valeur y^ de y. Les groupes 
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G«4, . . ., Gim seraient inactifs et les suivants ne sauraient 
ramener la valeur initiale yi, leurs lacets ne permutant cette 
valeur avec aucune autre. G<3 a donc un nombre pair de lacets: 
on verrait de même que G|4, G«5, • • . ont un nombre pair 
de lacets. 

Lemme III. — On peut ranger tes sommets du polygone 
des ramifications dans un ordre tel que les lacets successifs 

donnent lieu aux groupes G«2>Gi8,..., Gm-i,m écrits dans 
un ordre quelconque. 

En effet, je dis qu'en permutant un lacet avec un groupe 
(ou, si l'on veut, un sommet avec un groupe de sommets), 
on ne modifie pas l'effet de ce lacet ni celui des lacets du 
groupe. Pour le démontrer, supposons que le lacet / permute 
yi ^^yj ^^ ^^^ les lacets /', r permutent ^^ ^^fq^ ^^s chemins 
composés de /, /', ('on de t, T, / auront le même effet que/, 
car l'effet de /', P est nul; et, comme le nombre des lacets 
-d'un groupe est pair, l'effet de la permutation d'un lacet avec 
un groupe contigu et, par suite, d'un groupe avec un groupe 
contigu est nul; il en résulte que l'effet de la permutation de 
deux groupes quelconques est nul aussi, et que l'on peut 
supposer les groupes placés dans un ordre quelconque. 

c. Q. F. D. 

Lemme IV. — Etant donné un groupe qui ne permute 
pas yi avec une autre valeur de y^ on peut toujours rem-- 
placer son indice le plus élevé par un indice moindre. 

En effet, soit Gxji un groupe dans lequel on peut supposer 
[x >> X >> I ; parmi les groupes fondamen taux il y en a un (p. S^S) 
permutant j^(i avec une autre valeur de jk d'indice moindre//; 
soit Gim ce groupe; plaçons la suite des groupes dans Tordre 

remplaçons le groupe G/j^ par une suite H de lacets permu- 
tant j^, et j^jji. et par un lacet / de même nature, on pourra 
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remplacer l'arrangement précédent par 

mais, en permutant le lacet / et le groupe G^jxj on ne change 
pas l'effet de ce groupe et de ce lacet ; l'arrangement considéré 
produira donc le même effet que le suivant : 

Faisons alors rétrograder le lacet / pour le placer successive- 
ment avant chaque lacet de Gx[i, son effet ne sera pas changé ; 
mais les lacets de G^^ permuteront alors i et a, et Ton aura 
un nouvel arrangement 

. . . , 11, /, G/x, ... ou . . . , G/ix, vj/x, • • • j . 

on a donc remplacé le groupe donné Giy, par un autre ayant 
un indice commun et un indice moindre. 

c. Q. F. D. 

Lemme V. — On peut supposer tous les groupes affectés 
de V indice i . 

Car un groupe peut toujours être remplacé par un autre 
ayant un même indice et un indice moindre, quand Tun de 
ses indices n'est pas l'unité. 

Lemme VI. — Si un groupe contient plus de deux lacets, 
on peut supprimer deux lacets dans un groupe et aug- 
menter un autre groupe de deux lacets. 

En effet, considérons deux groupes Gx^ et Qpq et supposons 
que Gpq contienne plus de deux lacets; on pourra toujours 
passer du groupe G^,^ au groupe Gxji, à l'aide d'autres groupes 
ayant en commun un indice, à savoir G^r» Gr*, . . . , G^ji, et 
il suffira de prouver que l'on peut faire passer par exemple 
deux lacets d'un groupe G^r dans un autre Gpq ayant un 
indice commun avec lui. 

Décomposons Gqr en deux parties, l'une H^r et l'autre con- 



.1 
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tenant deux lacets l ^ P\ en plaçant les groupes G^ç, Gqr Tud 
à côté de Fautre, on aura Tarrangement 

Faisons avancer les lacets /', P successivement, de manière à 
les placer après le premier lacet /de Gpq : au lieu de permuter 
yq ^^yn *'s permuteront j/-^ ol yr] le premier lacet / ayant 
rétrogradé permute toujours yp et jk^Î si on le remet à sa 
place, l' et T permuteront toujours yp eiyr, et /permutera 
successivement yy et^^j yp et j/-^. On obtiendra ainsi l'arran- 
gement 

de tout à l'heure, à cela près que /' et P permutent j^^, et/r. 
Faisons maintenant passer /' et /" avant le dernier lacet /, 
de iiqn / permutera alors yp etj^r» puis de nouveau j/*^ et/rî 
enfin, remettons /' et P en place, de manière à obtenir de 
nouveau l'arrangement 



"tfri ^ » * » ^ 



pgy 



l et /' permuteront j^^ ety^ : ils pourront alors être censés 
faire partie du groupe G;,^'. En résumé, Gqr se réduira à un 
groupe Hqr contenant deu x lacets de moins, et G^^ à un groupe 
contenant deux lacets de plus ; de là découle le théorème sui- 
vant de M. Lûroth : 

Théorème. — Étant donnée une fonction algébrique y 
d'ordre m, on peut toujours passer d*une valeur à une 
autre de cette fonction^ en construisant ses w lacets <k 
manière quHls soient distribués suivant m — i groupes^ 
le premier formé de w — i{m — 1) lacets permutant y\ 
ety^j les m — 2 autres contenant chacun deux lacets per- 
mutant yi avec une des autres valeurs de y; ces autres 
racines étant les mêmes pour un même lacet et différentes 
pour des lacets différents. 

En effet, en vertu du lemme V, on peut supposer les lacets 
en groupes G|2î Gu . . . , G^m portant tous l'indice i, et, eo 
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vertu du lemme VI, on peut supposer que Gii contienne 
w — 2(m — 2) lacets; Gis, Gis, ... en contenant chacun 
deux seulement, puisque Ton doit forcément laisser deux 
lacets dans chaque groupe. 

Ainsi se trouve établi le théorème de M. Lûroth, qui est 
capital dans la théorie des fonctions algébriques et de leurs 
intégrales. {F'oir Clebsch, Mathematische Annalen, t. VI, 
etLuROTH, id.y t. IV). 

XI. — Constmction d'une surface de Riemann 
pour une fonction algébrique d'ordre m. 

Supposons que, pour la fonction^ d'ordre m, on ait con- 
struit un groupe fondamental de lacets G(2) G13, . . ., Gtmy 
le premier contenant w — 2 (m — 2) lacets et les autres deux 
lacets seulement, w désignant le nombre total des lacets, ce 
qui est permis d'après ce que l'on a vu tout à l'heure. 

On construira une surface de Riemann de la façon sui- 
vante; on supposera m plans sur chacun desquels on atta- 
chera une valeur déterminée de y. Soient ai, «2, ..., a^ 
les points critiques unissantyi àj^aî on joindra ai^o, a^a^, 
(i^a^j .... Suivant ces lignes (tracées de manière à ne pas 
se couper), on établit des lignes de passage le long desquelles 
on soude les plans relatifs kyi etya* En second lieu, on éta- 
blit des lignes de passage entre les plans relatifs à^^ ct^a, 
h y^ et y^, ... ; ces lignes de passage étant respectivement 
tracées entre les points critiques qui unissent j^i àj^3,^i 
àj^4j • • •> ces lignes étant tracées, bien entendu, de manière 
à ne pas se couper. 

Toutes les fois que le point x chemine sans franchir une 
ligne de passage, il reste sur le même feuillet de la surface 
de Riemann, et, quand le point x revient au point de départ, 
il y revient avec la même valeur de^. 

Toutes les fois que le point x franchit une ligne de pas- 
sage, on suppose qu'il passe sur le feuillet soudé à celui qu'il 
vient de quitter. 
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Tout cela revient bien à dire que, quand le point x décrit 
un contour fermé enveloppant deux points critiques unissant 
les deux mêmes racines, il revient au point de départ avec la 
même valeur de y^ et que, quand il contourne un point cri- 
tique, il revient avec la valeur que permute ce point critique. 

Appelons feuillet i, 2, 3, ... le feuillet sur lequel on re- 
présente yi , j'27 J'3) • • • î si nous passons un couteau entre 
les feuillets i et 2, i et 3, . . ., i et i — i, i et i — 2, . . ., 
I et m, et, si nous coupons les communications entre les plans, 
le feuillet i restera seulement uni au feuillet f, et il est facile 
de voir qu'il forme avec ce feuillet une surface monadelphe, 
si, bien entendu. Ton suppose que l'on ne tienne pas compte 
des ouvertures faites en coupant les communications; une 
surface de Riemann à deux feuillets et à deux ramifications 
étant d'un ordre adelphique égal à un. 

Ceci posé, nous allons chercher à rendre la surface de Rie- 
mann monadelphe. 

XII. — Système canonique des sections. 

On peut rendre monadelphe la surface de Riemann consi- 
dérée tout à l'heure au moyen d'un système de sections dites 
canoniques, et que l'on forme comme il suit : 

Laissant de côté les points de ramification qui unissent les 
feuillets 3, 4» • • •> ''^ 21" feuillet i, appelons a,, ao, flj, a,, 
«3, «0, «7, «8 les points de ramification qui unissent^, et ^2*. 
soient ata^t ci^ci^^ a-^aa, aja^ les lignes de passage corres- 
pondantes marquées en traits — ; établissons sur le feuillet 
n® I trois rétroseclions r enveloppant les lignes de passage 
«1^2) «3^4 et a^ac, ces rétrosections /• ont la forme ellip- 
tique (*). Toujours sur le feuillet n° i traçons des sections ^ 
allant de chaque rétrosection elliptique à la suivante; enfin 
établissons un dernier système de sections 7 allant, sur la 



(*) Le mot elliptique ici n'esl pas employé, bien entendu, dans le sens 
qu'on lui attribue dans la théorie des sections coniques. 
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feuille n** i et sur la feuille n** 2, d'une des lignes de pas- 
sage aiao, «3 «4, «5^6 à la ligne de passage aiag. Ce sys- 
tème de sections a rendu notre surface monadelphe, son 
contour est unique, et il est facile de constater qu'il ne se 



Fig. 17. 




coupe pas et qu'il est fermé, en le suivant tout du long et en 
découpant la flgure suivant les lignes qui y sont tracées. 

Le système de sections qu'il a fallu pratiquer pour rendre 
la surface monadelphe se compose : 

i** Des rétrosectlons /• au nombre de (m — 2) — i; 
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2** Des sections s au nombre de {m — 2) — 2 ^ 






3® Des sections cr au nombre de (m — 2) — i. 

2 ^ ^ 

Les rétrosections r forment avec les sections s des sections 

au nombre de (m — 2) — 2, mais la première rétrosec- 

tion peut être considérée comme une section allant d'un des 
bords de la surface de Riemann à l'autre, ces bords étant ceux 
d'une ouverture infiniment petite; on a donc en tout 

w — 2(m — 2) — 2 

sections à faire. En général, 

w = m{m — i) — 20, 

3 désignant le nombre des points doubles de^; alors ce nombre 
des sections à faire est 

m(m — i) — 2{m — 2) — 20 — 2 
ou 

(m — i)(fn — 2)— 2S = 2/>, 

p désignant le genre dey. 

On voit que le nombre des sections r est /?, ainsi que le 
nombre des sections o*. 

XIII. — Sur une propriété des fonctions algébriques. 

Soit S une sur/ace de Riemann sur laquelle on peut 
représenter la /onction algébrique y définie par Véqua- 
tion 

irréductible; toute fonction u monodrome sur cette sur- 
face S, ne possédant pas de points essentiels, est nécessai- 
rement une fonction rationnelle de x et de y. 

Une démonstration très simple consiste à remarquer que 
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les fonctions u et y étant représentées sur la même surface 
et u étant algébrique, puisque les fonctions symétriques de 
ses valeurs sont rationnelles en X]y el u sont de même genre 
/?, puisque 2/> est pour Tune et l'autre fonction le nombre de 
coupures à faire pour rendre la surface S monadelphe; u est 
donc fonction rationnelle de x et y. 

Mais, pour effacer l'impression extraordinaire que ce genre 
de démonstration, auquel on n'est pas habitué, peut laisser 
dans l'esprit, nous donnerons une autre démonstration, due 
à M. Briot. On peut énoncer le théorème que nous voulons 
démontrer comme il suit : 

Etant donnée Inéquation algébrique entière d'ordre /w, 

y{x^ y) = o, toute fonction u de x et y qui, pour un même 

système de valeurs de x et y, n'admet qu'une seule xmleur 

et qui n'a pas de points essentiels, est fonction rationnelle 

de X et y, 

La fonction u en question est algébrique, en vertu d'un 
théorème connu ; il reste à prouver qu'elle est fonction ration- 
nelle de X et àe y, A cet effet, désignons par u\ , u^-, • . . , u,„ 
les valeurs de la fonction u et y^^ y2, . • • , y m celles Aq y\ 
posons 

Les fonctions /?o, />i, ... sont rationnelles en x, et de ces 
équations du premier degré eu «i, u^^ • . ., Um on déduira 
«,, «2» •••? «/«; on sait résoudre ces équations et l'on a 
symboliquement 



Ui — 



L àyi J 



formule dans laquelle il faut remplacer, après le développe- 

L. — Traité d'Analyse ^ IV. 25 
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ment de — — ' — > les exposants de p par des indices. On en 
conclut 

Il — , r • 

Telle est l'expression de la fonction u au moyen de x et y. 



XIV. — Extension des théorèmes de Cancliy. 

En général, une fonction u possédant les mêmes ramifica- 
tions que la fonction algébrique y de x pourra être considérée 
comme monodrome sur la surface de Riemann propre à repré- 
senter la fonction y. Si nous la supposons monogène, finie 
et continue, excepté en des points isolés qui pourront être 
des infinis ou des points essentiels, elle jouira de propriétés 
analogues aux fonctions que Ton peut représenter sur le plan 
de Cauchy. 

Une telle fonction peut toujours être regardée comme une 
fonction monodrome et monogène de x et dey, en effet, le 
raisonnement que nous avons fait au paragraphe précédent 
est encore applicable au cas actuel, à cela près que les quan- 
tités Pot Pki P^i ... ne sont plus des fonctions rationnelles 
de .r, mais de simples fonctions monodromes et monogènes. 

11 en résulte que, dans le voisinage d'un point de ramifica- 
tion <7, la fonction u est susceptible de se développer siii- 

vant les puissances de {x — a)^^ jx désignant un entier au 
plus égal à ni (dans le cas qui nous occupe, et où la fonc- 
tion j' n'a que des ramifications simples, |jl = 2). En posant 
X — a^^Ç, la fonction u deviendra donc monodrome par 
rapport à Ç dans le voisinage du point î^ = o sur le plan de 
Gauchv. 

Le théorème de Gauchv, en vertu duquel 

(( L^ intégrale d^iine fonction monodromey monogène, 
finie et continue à l'intérieur d* un contour C prise le long 
de ce contour est nulle », 
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€st encore vrai si le contour C est tracé sur une surface de 
Riemann servant à représenter la fonction algébrique j^î ^1 
nV a rien à changer à la démonstration donnée plus haut 
pour le cas où le contour C est tracé sur un plan de Cauchy. 

Les corollaires du théorème de Cauchy sont encore appli- 
cables aux fonctions monodromes sur la surface de Riemann. 

Proposons-nous d'évaluer l'intégrale 

1 rQ'(z)dz 

prise le long d'un contour fermé tracé sur une surface de 

Riemann, limitant une aire monadelphe C. 

Si cette aire G ne contient pas de ramifications, l'intégrale 

sera égale à N — N', N désignant le nombre des zéros, N' le 

nombre des infinis de ^(5). Supposons que l'aire G renferme 

des ramifications; considérons en particulier l'une d'elles a. 

La fonction ^(5) est, dans le voisinage de a, une fonction 

1 

monodrome et monogène de (s — a)'^, \l désignant un entier 
(égal à 2 dans les cas qui vont nous occuper), et ^(5), dans 
le voisinage du point a, pourra se mettre sous la forme 

V 

^{z) n'étant ni nul ni infini pour z=^ a\ ainsi l'on aura 

o'{z) e'(5) .VI. 



l'intégrale 



<p(^) ô(^) jx z — a' 



prise le long d'un contour fermé autour de la ramification, 

sera égale à 

V ! r dz 

ou, en posant 5 = a + îj^, 



.' 
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l'intégrale étant prise cette fois sur le plan de Cauchy le 
long d'un contour fermé, tournant une fois autour de rori- 
gine, ce qui donne tout simplement v. 

On peut donc dire que : 
L'intégrale 

ou bien 

^P= I d\og<f{z) 

air ^ — I J 

représente la quantité X'»'? ^ désignant l'ordre de multipli- 
cité d'un zéro quelconque de <f{z) dans Taire monadelphe le 
long du contour de laquelle l'intégrale est prise. 

(L'ordre de multiplicité d'un zéro a de la fonction o(z) 
étant l'ordre de multiplicité de la fonction monodrome dans 
laquelle on la transforme en posant ^ = a -j- Î^P-, |jl désignant 
le nombre des valeurs de cp qui se permutent autour du pointa. ) 

Enfin, pour l'exactitude de l'énoncé, il faut considérer les in- 
finis comme étant des zéros d'un ordre de multiplicité négatif. 

XV. — Classification des intégrales abéliennes. 
Soit 

(I) \ --^ j o{x,y)dx 

une intégrale abélienne, y désignant la fonction algébrique 
définie par l'équation irréductible de degré m 

OU, en introduisant la variable z pour l'homogénéité, 

(3) /(^,r, -} = o. 

Nous ferons, pour abréger, 

f^àf ùf df d^f . 

f _ à\f _d\f 



\y:^9» 
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Effecluons une transformation homographique, et posons 

de manière que la courbe /= o n'ait pas d'asymptotes parai 
lèles aux axes et qu'il existe un terme en r,'" et un autre en 
^'^ dans l'équation. Soit F ce que devient /après la transfor- 
mation et ^ ce que devient ©, nous aurons 

_ (a (T^ ^ b dri -^- c dOia'Z-r- b'ri -h c"!:) 

__ ( a'dl -4- b'd ri -+- c'dQja^ -4- 6y) -f- cÇ) ^ 

(a'"ÎH-6"7)-4-c'Çj* ' 

en posant alors 

A = cô' - 6c^ 

B = «c' — ca'y 

tz=ba'—ab\ 
il vient 

Or on a 

o = SFi+T,F,-t-ÇF„ 

o = F,rf5H-F,rf7)-f-F3rfî 
et, par suite, 

r^dl — td-r\ _ iid^—^dt _ S c?7) — T| é/g 
Fi ~ F, - F, ' 

si Ton désigne par p chacun de ces rapports, on trouve 

_ AFi -f- BFt -^ CFa 

Or, en faisant Ç = i, cl^ = Oy on voit que 

__ dri ^ dl ^ ^dr\ — r\ d^ 

p~~" f; ~f;~ Fi 

Nou% prendrons p = - , et V prendra la forme 

V= f^r. .) AF.-^BF.^CF, en 
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Dans cette formule, le degré de 4> est zéro, ceux de F, , Fj, F, 
sont m — 1 ; donc on peut supposer 



(4) 



J N A 



le degré de M étant supérieur de m — 3 unités à celui de N. 

Cette formule est susceptible de nouvelles réductions; ap- 
pelons n le degré de N, celui de M sera m -\- n — 3. 

On peut, comme Ton sait, déterminer des polynômes G 

et H, tels que 

G/-1-HN = X, 

X désignant un polynôme entier en X, de degré mn^ et G, H 
des polynômes de degrés nin — m et mn — n respectivement 
en X etj", par suite, en observant quey=o, on a 



N = 



X 

H 



et 



M _ H M 

N ~" X ' 



la formule (4) devient alors 



-J x~ /r 

Divisons MH par /et ordonnons par rapport ky^ on pournt 

poser 

MII=/Q-T-R ou MH = R, 

R désignant au polynôme de degré m — i en j^, mais de degré 
m-h n — 3 -h mn — /? =1^ mn -\- m — 3 en a: ; on a alors 

R dx 



rR dx 



Divisons maintenant 11 par /2, et, ordonnant toujours par 
rapport h y, posons 

r sera de degré m — 2 en y, et Ton aura • 



r dx 



^fx^'-'-fii 
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La première intégrale s'obtient par des procédés élémen- 
taires^ nous n'avons plus qu'à considérer la seconde 

r dx 



Q. 



=/ 



X/2 



Divisons r par X et ordonnons par rapport aux puissances 
de x\ nous pourrons poser 

r = QX -4- e, 

Q désignant un polynôme de degré 

mn -f- m — 3 — mn — m — 3 

en œ et de degré m — 2 en j^, et 6 un polynôme de degré infé- 
rieur à mn en x et de degré m — 7. en y, peut se décom- 
poser en éléments simples, si bien que l'intégrale û se décom- 
pose en d'autres de la forme 

G ( r ) rlT 



f^p et f-,-9(Zl 



-^)^j- 



Q désignant un polynôme du degré m — 2 en ^ etj^(et même, 
si l'on veut, de degré m — 3 en ^), G une fonction de y 
seul, a et [A des constantes dont la seconde est entière el 
positive. Nous allons étudier successivement ces deux formes. 



XVI. - Intégrales de première et de seconde espèce. 

Q étant un polynôme entier en x et jk de degré m — 2, 

r qdx 
J h 

est une intégrale abélienne (ïc première ou de seconde espèce, 
suivant qu'elle reste finie ou peut devenir infinie. 
Le polynôme Q, étant de degré m — 2, contiendra 

{m — \){m — a ) 
2 

coefficients, el le nombre total des intégrales distinctes de pre- 
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mière et de seconde espèce sera précisément égal à ce nombre. 

Or, si nous supposons : i° que y ne soit jamais infini, 

même pour :r = 00; 2" que deux valeurs seulement de y se 

permutent autour d'un point critique, y- ne deviendra pas 

infini, si ce n'est en un point pour lequel /a = o ; car le deg^ 
de yi est supérieur à celui de Q. Or, si f^ = o, deux cas 
peuvent se présenter : 

1° Le point a, 6, pour lequel/2 = o est un point ordinaire 
où l'on n'a pas/*! = o ; ^ est de la forme 

1 1 

y — h — k{^x — a)*-+-B(a? — a)*-+-..., 

Â, B, ... désignant des constantes. Mais alors on a 



f{^,y)=f\(^ — <^)^ - [/ii(^ — a)«-4-...]-h... 



/j(^, y) = /u(^ — a) -^f^iiy — ^)-4-. . . 



et 

ou bien 

i 

A(^iy)--= M(a? — a)«-4-N(rr — a)-+-..., 

M, N, ... désignant de nouvelles constantes dont la première 
n'est pas nulle si l'on suppose ^22^0) c'est-à-dire si l'on sup- 
pose que deux valeurs de y se permutent autour du point 

a y b, -~ est alors infini, mais l'intégrale / -^ dx reste finie, 
/î J Jt 

c'est-à-dire Ao première espèce. 

2^ Si nous supposons que le point (a, b) soit un point sin- 
gulier, alors/,, y*2 sont nuls tous deux; le point (a, b) n'est 

plus en général critique, f^ n'est plus de l'ordre -> mais bieh 

de l'ordre un. L'intégrale considérée devient infinie, elle est 
de seconde espèce. 
De là résulte que : 

Si la courbe f = o n^a pas de points multiples, ily aura 

intégrales de première espèce, pas dinte- 

grales de seconde espèce. 
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En général, si la courbe /*= o a 8 points doubles, il y aura 
o intégrales de Seconde espèce et 

(m — i)(m -- a) ^ 

intégrales de première espèce. Ainsi : 

Le nombre des intégrales abéliennes de première espèce 
auxquelles donne lieu une fonction algébrique est égal au 
genre de cette fonction. 

Il y a donc toujours des intégrales de première espèce, car 
nous écartons les fonctions algébriques de genre o, lesquelles 
ne fournissent pas, à proprement parler, d'intégrales abé- 
liennes. 

XVII. — Intégrales de troisième espèce. 
Les intégrales de troisième espèce sont de la forme 



r G(y)dx 
J (a? — a;l^/,(ar,7r 



elles se ramènent au type 



r Giy)dx 



au moyen de diiTérentiations relatives à a. Nous générali- 
serons un peu ce type, et nous considérerons les intégrales 
de la forme 

r G{x,y)dx 

G désignant un polynôme entier en x ei y de degré m — 2, 
et aa:-4-P^-f-Y une fonction linéaire. Soient (^<, y^)^ 
{x2i y^)') • • • - {^mi ym) les coordonnées des points d'inter- 
section def= o et OLX -f- Pj^ + v = o; par ces points, excepté 
par Xiyi et JJa^ai faisons passer une courbe d'ordre m — 2, 
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qui passe aussi par les points singuliers Aefz=z o, nous l'as- 
sujettissons ainsi à moins de 

(m — \im — 1\ ( m — 2 )(m-r- 1 1 
m — 'Â-\ = 

2 2 

conditions ; et, par suite, ces condi-tions peuvent être remplies 

par une courbe d'ordre m — i qui peut précisément être 

• ..• ^ (''i — 2)(/W-«-l) j... 

assujettie a - — — conditions. 

Soit Gi2 = o la courbe en question, comme y=o n'esl 
pas unicursale, G|2 renfermera d'ailleurs au moins un para- 
mètre arbitraire. Soit de même Gu'^^o une courbe d'ordre 
m — a passant par les points doubles de y*= o et ses inter- 
sections avec aa; -h P^x -^ Y = Oi excepté par x^, yi et «r/. 
yi^ .... Considérons la courbe 

G -^ XjGjs -:- A3G13 -+-. . .-^ A,;, Gim = o; 

on peut déterminer les constantes Xo, X3, . . . , de telle sorte 

que cette courbe passe par {x2, y^) • • • {^mj ym)'i comme 

elle est de degré m — 2 et qu'elle passe par m — i points en 

ligne droite, elle se décompose en xx -+- p)^-f-Y = o et en 

une courbe Q = o d'ordre m — 3 ; ainsi l'on a identiquement 

alors 

G -^ XsGii-i-. . .-^- X,„G„„ r^ i2(aar -r- ?j^ -^ Y > 

ou 

Si Ton porte celte valeur de G dans (i), on voit que celte 
intégrale générale de troisième espèce se décomposera en 
une intégrale de première espèce et en d'autres de troi- 
sième espèce, telles que 



Si 






n'ayant plus que deux infinis Xs et Xn- 

Nous allons encore préciser davantage. Appelons su t^« , wi 



' 



•ut; 
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et i2,Ti2, ^2 les deux points où Tintégrale de troisième espèce 

G( X, y)dx 



/; 



devient inGnie ; ces deux points sont situés sur la droite 
dont nous écrirons Téquation sous la forme 



(a) 



X y :i 
Si f\\ îi 



= o ou HdzaTTjiÇj 



On peut représenter un point x^ y^ z de cette droite par les 
équations 

et alors, en appelant PO l'émanant -tf- $2 + i— "^^a-i- t^ v^» 
on aura 

En observant que/(;i , v^ , , !^, ) et/(i2, '/l2> Vi ) sont nuls, Téqua- 
lion aux intersections de /=o et de la droite (2) sera 

P/ -^iP'/ -+-••• -o- 
Cette équation doit avoir les mêmes solutions que 

ou que 

G(Ç„îî,,Ç,)-f-PG-hiP«GH-...-i-G($2, T,„ Çi)=o; 
donc on aura 



(3) 



< 



A^ow^ prendrons dorénavant pour type de notre inté- 



Si 



^ i'4 



«i 

I 
^ 

1 
•1 



.1 






. », 

•i 



J^' 
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grale de troisième espèce l'expression 

G(ir, y^dx 



s. 



G(:r, y) = o sera une courbe de degré m — 2 passant par 
tous les points singuliers de f=zo et par m — 2 des points 
où S±j?yi<s2 rencontre f=o] les points Ç|, tqi, X^^ et Ç2, 
Tja, î^2 seront les seuls points de rencontre de f^=^o et de 
2 ± x'r\^ ^2 P^f' lesquels elle ne passera pas. 

On a vu que 

Calculons les résidus de la quantité placée sous le signe / . 
Le résidu relatif à x =-\{ sera 

or 



donc 



r-.,=(^-M|;- = -(--?.)|:,^; 



2ibafTi,!:,= (x-$,) 



(..-.0^-(î.-î,)| 



L'expression (5) se réduit alors à 



(..-r.,)^+(«.-$.)| 



c'est-à-dire à 

G(Çi, 1)1, Çi) 






. [' 
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aioutaDt et retranchant au dénominateur iCi -r^ = Co -r^? ona, 

en \ertu de (4), 

G($i, 7)1, Çi) 



^fC^U TQl, Çl)— G(5i, 7)1, Çi)' 

c'esl-à-dire — i . 

Ainsi l'intégrale de troisième espèce prise le long (Van 
cercle infiniment petit décrit autour de Vun de ses infinis 

sera — aiiy/ — i pour le point \y et 4-27ty — i pour le 
point Ç2- 

Si la courbe y= G n'est pas unicursale, il y aura toujours 
au moins une intégrale abélienne de troisième espèce ayant 
deux infinis donnés. Ces infinis déterminent la droite 

aor -f- p j^ -f- Y ou ^ifz a?7i,Ç, = o; 

la courbe de degré m, — 2, G = o est assujettie alors à passer 
par les points doubles dey= o et par les /n — 2 intersections 
de la droite en question et dey*=o. Ces conditions, comme 
nous l'avons vu, ne la déterminent pas complètement et on 
peut l'assujettir encore à 

^^ (/7i — '2) — = —f^ '- — 8 =pcondit. 

■2 2 



XVIII. — Propriétés des intégrales de troisième espèce. 

Le théorème bien connu d'Abel nous apprend que, si w = o 
représente une courbe algébrique de degré m -+- i , cjo la déri- 
vée de m relative à^ et F un polynôme de degré m — 2, on a 



= o, 



0) y 

ooi et jK* désignant les intersections de tït = o avec une courbe 
algébrique quelconque <{/ = o. Appliquons cette formule au 

cas où / — dx est une intégrale de troisième espèce aux infi- 



'•A 



'85 



I 
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nis Ç| et $2» supposons alors que F = o passe par les inler- 
sections de y = o et ^ = o et que 



w=/^. ^=2~^TQiîs, 



nous aurons 

et pour X = Xi 

Au contraire, pour x = x'-y en appelant x'j tty'j les intersec- 
tions de ^ = o avec ij; = o, il viendra 

(i) devient alors 

Nous allons transformer la seconde somme; à cet effet, nous 
observerons que F = o passe par les intersections de f= o 
et g = o et que ^o est une constante numérique. Désîg-nons 
pour un instant par ax 4- 6 les valeurs de j' tirées de «^ = o, 
F(Xf ax-\- b) divisera y(x,, a X -I- 6), et Ton aura 

il) J'{x, ax -^ b) = {x — 5i ){x — $j)F(2r,^aa7-f- 6).V, 

A désignant un facteur numérique que nous déterminerons 
en prenant la dérivée des deux membres par rapport à Xy ce 
qui donnera 

^-^j-a={x — \t)^{x,ax-^b)^-^ts}, 

(O désignant des termes nuls pour x = ^x. Si l'on fait alors 
x=z\^ on a 

mais F( 5, , Th ) est égal » Ç2 jf + ^^,2 ^ -H ^a ^ et a = è-zrv ' 
donc 



A = 
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d'ailleurs 

en veilu de (3), on aura alors 

et, par suite, la formule (2) deviendra 

Yi Xi,yi')dxi _ 'Y (S s — ^)c^.ry 

/îl^nJ'/jS-x/r^iÇ, ~ Zà{x';-\,){xj-\^) 

Supposons maintenant la fonction A de la forme Çi + Xço» 
'f I et ©2 désignant des polynômes entiers de degré m à coef- 
ficients constants ; les xi et les ^'seront fonctions de A et, en 
faisant varier X de o à oc, on aura 

mais, en observant que 

(?i — a:',)^$i-x',)...($,-T'„.) 

est, à un facteur près, égal au polynôme en \^ qui a pour ra- 
cines les abscisses d'intersection de <pi -^- î.cjo avec la droite 
j^^*" = o, on tirera 



2/ 



YiXi, yi)dxi , «p2($i, T,,)cp,(Çî, T,î') 

— =r= log 



Cette équation est l'expression de l'une des formes du théo- 
rème d'Abel. Elle montre que la somme des intégrâtes abé- 
tiennes de troisième espèce obtenues en prenant pour limites 
inférieures les intersections de f:= oet^ft -== o, et pour limites 
supérieures les intersections de /=^ o et cpa = o, peut s'ex- 
primer au moyen des logarit fîmes des fonctions Ot et 02 
pour les valeurs des variables qui rendent infinies les inté- 
grales de troisième espèce. 



400 CHAPITRE XI. 



XIX. — Sur les valeiirs multiples des intégrales abéliennes 

de première espèce. 

Soit Xq un point déterminé du plan, ^i, jKa, • • - , Vm les 
valeurs de la fonction algébrique^ en ce point; évaluons la 
valeur de l'intégrale abélienne de première espèce 



-£ 






A cet effet, construisons d'abord le système des lacets 
dont il est question dans le théorème de M. LiJroth (p. SjCî; 
(V — i{m — 2) lacets permutenty< et^^; les 2 (m — 2) lacets 
restants se décomposent en /w — i groupes de deux lacets 
permutant le premier groupe^, etj^3, ... ; le (m — i)*^"'?/! 

etjm. 

Tout chemin d'intégration allant de Xo à x se ramène à 
des lacets pris parmi ceux que nous venons de considérer et 
à un chemin déterminé XqX^, que nous appellerons le che- 
min direct, et cela par une déformation continue qui ne lui 
fait franchir aucun point critique.. Par conséquent, en appe- 
lant toujours «|. «27 • • • j ^iv l^s points critiques et ri . fl|\ 
it:(a2), ..., =t:(a,v) les intégrales prises le long de ces 
lacets, la valeur la plus générale de V sera de la forme 

V|, Vo, . . . , \m désignant les valeurs de V prises le long du 
chemin direct XqX^ en prenant pour valeurs de^ en j:o,res- 
pectivemcnt^ijj^^a? • • • > y m et en désignant par a une somme 
de termes, tels que =h(a<), ±(«2), .... Mais cette expres- 
sion V|-f- a peut se simplifier. 

Tous les lacets permutant la valeur de^i avec une autre, 
nous adopterons le signe -j- devant («/) pour indiquer qu'il 
est parcouru avec la valeur initiale y^ de y. Il résulte de 
celte convention que deux lacets actifs parcourus successive- 
ment seront affectés de signes contraires, et la valeur la plus 



r 



1>TI- 



V 



ÉTUDE DES FONCTIONS ABÉLIENNES. 4oi 

générale de V sera, en prenant Vi pour valeur initiale, 

(i) (a/) — («y)-i-(«A) — ...-+-Va, 

h désignant un des nombres i , 2, 3, . . . , /n. 

Les différences (a/) — (aj) peuvent s'exprimer linéairement 
au moyen des seules différences 

(a,) — (a,), («i) — («3), ..., («0 — («^v), 
que nous pouvons appeler e^, £3, . . . , e,^,; en outre, on a 

(a/) = (ai) — [(rt,) — (a/)] = (a,)— e/; 

en appelant alors S une somme de termes de la forme £2, 
£3, • . . , l'expression (i) se réduira aux types 

Nous nous attacherons surtout à l'étude du premier type et 
à l'évaluation de la somme S, que l'on appelle une période 
de l'intégrale. 

Une première simplification résulte de ce que, si l'on 
considère un groupe G^- dans lequel « !> 2, on peut faire 
abstraction des lacets de ce groupe dans l'évaluation d'une 
somme S. En effet, supposons qu'il entre dans cette somme 
une intégrale prise le long d'un lacet permutant j^, 'avec j^/, 
nous ne pouvons revenir en Xq pour décrire le chemin direct 
XqX avec la valeur initiale y^ qu'après avoir parcouru un 
second lacet permutant j^i elyi; si c'est le même lacet, la 
seconde intégrale détruira la première; si c'est l'autre lacet 
du groupe, je dis que la seconde intégrale détruira encore la 
première; en effet, partons avec la valeur initiale yi et décri- 
vons successivement les lacets des groupes successifs 

Glï, GjJ, ..., Gliy ..., Gl„ij 

tous les lacets seront inactifs, jusqu'à ceux du groupe G^,. 
A la sortie du groupe G^i^y aura la valeur jKi et les groupes 
suivants seront inactifs, mais l'intégrale totale engendrée 
par ce contour est équivalente à l'intégrale prise autour d'un 
L. — Traité d'Analyie, IV. 26 



4o2 CHAPITRE XI. 

lacet ayant le centre de son cercle à rinfini; elle est donc 
nulle. L'effet des lacets de G^- est donc de fournir une inté- 
grale nulle quand on les décrit avec la valeur initiale yi^ et 
par suite aussi quand on les décrit avec la valeur initiale j^i ; 
on peut donc faire abstraction de tous les groupes, excepté 
du groupe G12, quand il s'agit d'évaluer une période S. 

Mais alors la valeur de l'intégrale prise avec la valeur ini- 
tiale yi le long du même contour Gia, G13, . . ., Gi,» sera 
égale à zéro ; or elle est aussi égale à 

(«0 — (a,)-f-(a,) — ... — (a^), 

q désignant le nombre des points critiques permutant^i ely^ ; 
cette somme peut s'écrire 

Il existe donc, entre les périodes {aC) — (a,) en fonction 
linéaire et à coedicients entiers desquelles on peut exprimer 
toutes les autres, une relation linéaire et à coefficients entiers ; 
donc enfin les périodes D sont de la forme 

mi, ms, ... désignant des entiers et coi, co^, ... des 
périodes particulières. 
On a d'ailleurs 

q = w — 2( m — 2)= 2/7 H- 2, 

p désignant le genre dey, ce dont on s'assure en observant 
que iv=i m(m — i) — 20 (p. 67). On a donc q — 2 = 2/>, 
et le nombre des périodes au moyen desquelles on peut 
exprimer S est 2p. 



XX. — Choix d'un système de périodes. 

Nous avons vu tout à l'heure que l'on pouvait exprimer 
une période quelconque, linéairement, au moyen des périodes 
(a,) — («2)5 {a^) — (ûTs), ... ; mais on peut choisir les pé- 
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riodes en fonction desquelles on exprime toutes les autres 
d'une façon plus avantageuse. 

Construisons la surface de Rîemann relative à la fonction^, 
comme il a été expliqué (p. 38 1) ; pratiquons le système cano- 
nique de sections et reportons-nous à \^ fig, 17, qui repré- 
sente ce système canonique. 

Appelons AiTintégrale V prise le long de la rétrosection r 
qui enveloppe les points a/ et az+i, 

A/ = (a/) — (a/^-i) = (a/) — (ai) — [(a/Vi) — (a,)] ; 

A4 est une période ; appelons B, l'intégrale de V prise le long 
de la section <r qui traverse la ligne de passage a/a,^.i, B/ sera 
également une période. 
Il faut prouver que Ton a 

j 2 = -4- mi Al -f- ma A3 -}- . . . -H mj^-i A,;,_i 

{ -h /Il Bi H- 7l8 Bs -H . . . -f- /ljp_i Bjp_i , 

mi, m^, ..., /if, ^2; ••• désignant des nombres entiers. 
C'est ce à quoi l'on arrive en montrant qu'une période telle 
que (a<) — (a/) est de la forme précédente. 
Or on a 

Ai = (a,) — (a,), 

A3 = («3) — («*) = («!) — (a*) — [(«i) — (as)], 

ou, en posant, pour abréger, («i) — {^i)=^ Ci, 
Al = cj, Bi = cjp+i, 

A3 = Ct — Ci, B3 = Cjp+1 — C3, 

As = Ce — C5, Bg = Cj^+i — Cs, 



Ajjj-i — Cip — Ctp~i^ Bjp^-i = c^p+i — Cfp-t, 

Celles de ces équations qui contiennent les B donnent immé- 
diatement C2/}+n Cs, C5, ..., C2p-^y les autres donnent €2- 
C4, ..., C2p', les périodes Ci=:{ai) — (a/) sont donc expri- 
mables sous la forme (i), et il en est de môme d'une période 
quelconque S. 
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Je suppose maintenant {fig^ 17) que le point x décrive 
dans le sens direct le contour de la surface de Riemann ren- 
due monadelphe en partant du point Q avec la valeur de y 
qu'il aurait s'il se rendait de x^ en £t sans traverser de cou- 
pure. Proposons-nous de calculer la différence des valeurs de 
V des deux côtés d'une même coupure; cette différence est 
évidemment constante, puisque rfV y a des valeurs égales. 

Supposons que nous soyons arrivés au point a; si, chemi- 
nant dans le sens direct, nous marchons jusqu'en ^, l'ac- 
croissement subi par l'intégrale V est l'intégrale relative à la 
seconde section 0- ou B3 : donc la différence des valeurs de V 
à gauche et à droite de la seconde rétrosection r est B3. 

Supposons, en second lieu, que l'on décrive en partant de ^ 
la seconde rétrosection r, on arrivera en y avec l'accroisse- 
ment A3 de V; donc la différence des valeurs de V à gauche 
et à droite de la seconde section a- est A3. 

Enfin, il est clair que V a la même valeur à gauche et à 
droite de la section s. 

En général : 

A gauche et à droite dUine section r ou (TyY prend des 
valeurs qui diffèrent entre elles par la valeur de V pris 
le long de la section <t ou r qui la coupe, A gauche et à 
droite d'une section 5, V a les mêmes valeurs. 



XXI. — Relations entre les périodes de deux intégrales 

de première espèce. 

On sait que la fonction y donne lieu à p intégrales dis- 
tinctes de première espèce ; soient Vl* et V^ deux quelconques 
d'entre elles que nous supposerons toujours engendrées avec 
la même valeur initiale de y et en suivant le même chemin; 
nous désignerons par a'j^\ Xj^\ B!^^ les valeurs que prennent 
a/, A|, B/ quand à l'intégrale quelconque dont nous nous 
sommes occupés plus haut on substitue Vi*, et par a^^\ AJ", 
B^^' les valeurs que prennent a/, A/, B/ quand à V on substi- 
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tue V^. Considérons l'intégrale 



r\v-d\^ = — Ty^ciyV' 



prise tout le long du contour de la surface de Riemann 
rendue monadelplie, cette intégrale est nulle; on a donc 



(A) / 



VH-tA'v = o. 



L'intégrale en question se décompose en d'autres prises cha- 
cune deux fois, le long de chaque section, r, o- ou 5, tantôt 
dans un sens, tantôt dans le sens contraire. Le long d'une 
section 5, Y^ prenant des valeurs égales, les intégrales se 
détruisent et l'on peut faire abstraction de ces sections. 

Le long de la section r qui entoure les points a2/-<j <^U7 
Vi* prend des valeurs différant de Bl{^J_,; cette section apporte 

alors à l'intégrale / Yv-dV^ le contingent 

puisque cette intégrale est prise le long de la rétrosection /• 
en question. On verrait de la même façon que le contingent 
apporté par la section o- qui coupe la section /• que nous 
venons de considérer est — Af|__^B'^'^_^; de sorte que l'équa- 
tion (A) devient 

la sommation étant étendue à tous les nombres impairs i 
depuis I jusqu'à 2/> 4- i. 

Telle est la relation remarquable qui lie entre elles les 
périodes de deux intégrales abéliennes de première espèce, 
dans laquelle on peut aussi supposer les indices i égaux à i, 
2, 3, . ..,/?, en changeant de notation et en appelant Ai, 
A2, ..., A^, B|, ..., Bj5 les intégrales prises le long des 
sections r et s. C'est ce que nous ferons dans la suite. 
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XXII. — Intégrales normales de première espèce. 

Considérons p intégrales de première espèce distinctes et 
(iésignons-Ies par V| , V2, . . . , V^ ; formons ensuite des com- 
binaisons linéaires et homogènes i^^, ^2? . . ., i^;> de ces inté- 
grales, à savoir 

«'i = YiiVi-4-YijV,-+-...-hYipVp, 
^% = TîiV, -+- YmVi-i-. . .-+- YîpVp, 



On pourra déterminer lesp^ quantités y/y, de telle sorte que 
les p^ valeurs que prennent les intégrales i^ le long d'une sec- 
tion 0- aient des valeurs données; on pourra donc supposer 

B[.l*> = o, pour i ^ UL et B[^^ =27: ^ — i pour e = [jl : alors la re- 
lation (i) donnera 

B;r'A;;;»-Bï'>A;r»=o 



ou, en observant que Bjf* = 6!/^= 21: y/ — 1, 

Nous poserons 

AjjL = A^ = 2a^v) 

les intégrales ç'i, ç'2, • . . , ç^^ auront alors pour périodes 

ait/ — I, o, ..., o; 

o, air/ — I, ...t o; 



f » 



o, o, ...,21: /— I ; 

aaji, aau, ..., aajp, 
aaji, aaji, ..., aaj^, 

aa^i, aapi, ..., aa^p; 

les intégrales i'i, ^2» • • • ? ^;> sont alors ce que Ton appelle les 
intégrales normales de première espèce. 
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XXIII. — Propriété remarquable des périodes normales. 

La propriété que nous allons démontrer n'est pas un théo- 
rème simplement curieux ; elle servira de base à tout ce; qui va 
suivre. Soient n^ , 712, . . ., fip des entiers quelconques, 2a/y 
les périodes normales; la partie réelle de 

est négative. 

Soient, en effet, (^1, ^2, . • . , Vp les intégrales normales de 
première espèce ; soit 

V = /lï ft + ^î ^'s -+-•••-+- 'îp «'p = X -+-/— I Y. 
Évaluons l'intégrale 

pour toute la surface de Riemann : cette intégrale est posi- 
tive; elle est égale, en vertu du théorème de Riemann qui 
nous a servi à établir le théorème de Gauchy sur l'intégrale 
d'une fonction prise le long d'un contour fermé, à 

ou à celle de l'intégrale simple 

prise le long du contour de la surface rendue monadelphe, et 
à une intégrale double, nulle en vertu de la relation 

1 = o; 

or la valeur de l'intégrale simple qui est positive est facile à 
évaluer. 

Si nous appelons a\*\ al,*', ... les intégrales / dY prises 
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le long des sections r; a'J~, cl^^\ .-• les inlégrales / rfX 
prises le long des mêmes contours; fe,*\ b^\ ... les in lé- 
grales / rfY prises le long des sections a*; h^\ b^^\ . • . les 

intégrales / dX. prises le long des mêmes contours, nous 

trouverons, en raisonnant comme on l'a fait quand il s^est 
agi de trouver une relation entre les périodes des intégrales 
de première espèce, 



Mais a|*^ + 6/' V"~ * ^^ ^7^ "+" ^?^ v^ — i sont les périodes de 
V = X + Y y/ — 1, les a[^^ sont nuls, les b\^^ sont égaux à des 
multiples de 211 : donc 

mais les a[*' sont de la forme 

(/iiayiH- /ijayj-j-. . .-+- Upajp)j 
donc 

/ YrfX = — 271^ gy/nz/iy; 

donc, comme / YtfX est essentiellement positif, il est bien 
démontré que la partie réelle de^^aijninj est négative. 

XXIV. — Intégrales normales de troisième espèce. 

On trouverait les variations de l'intégrale de troisième 
espèce comme on a trouvé celles de l'intégrale de première 
espèce; mais, outre les périodes correspondant aux points 
de ramification, les intégrales de troisième espèce ont encore 

deux périodes 2 7ïy/ — i, correspondant à leurs infinis loga- 
rithmiques. 

Soit S(Ç|, Ça) une intégrale de troisième espèce possédant 
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seulement les deux infinis Ç| et ^-2 ; elle contient /? paramètres 
variables. On les déterminera comme il suit : appelons u^, 
112', . , >^Up p intégrales normales de première espèce et 2 ai, 
2a2, . • . , 2aLp p périodes de S qui correspondent à ses points 
de ramifications ; posons 



Tiy — I TT V — I Tzy — I 



P' 



Si Pon fait variera de manière que 2/1,2/2, • • -9 2/;7 augmentent 

de 2ity/ — I, on voit que II ne variera pas et, par conséquent, 
la fonction II aura perdu une moitié de ses périodes ; cette 
intégrale ET est ce que l'on appelle une intégrale normale de 
troisième espèce. 



XXV. — Relations entre les périodes de deux intégrales 

de troisième espèce. 

Nous considérerons deux intégrales de troisième espèce 
S(Ç, Ç'), et S (a, a') aux infinis Ç et Ç', a et a'. Les raisonne- 
ments qui nous ont permis de trouver une relation entre les 
périodes des intégrales de première espèce vont nous per- 
mettre de trouver une relation entre les périodes des intégrales 
de troisième espèce. 

Nous considérerons Tintégrale 



fsii r 



)rfS(a, a'), 



et nous retendrons à tout le contour de la surface de Riemann 
rendue monadelphe-, cette intégrale ne sera pas nulle, parce 

que la quantité placée sous le signe / devient infinie en Ç, Ç', 

a et a'. Or nous avons vu (p. SgG) que les résidus de S(Ç, ^') 
étaient -h 1 et — i en $ et $', de sorte que la valeur de notre 
intégrale, au lieu d'être zéro, sera 



4lO CHAPITRE XI. 

et que, en appelant A^^\ Af\ ... les intégrales / dS{l, %') 
prises le long des sections r, . . . , on trouvera 

Si Ton applique cette formule à des intégrales normales, les 
périodes B par exemple a^^ant disparu, le second membre de 
cette formule sera nul, et l'on aura 



f dU{a,a')= f dna,l'). 



C'est dans cette formule que consiste le théorème dit de 
l'échange du paramètre et de V argument. Dans une inté- 
grale de troisième espèce les limites sont les arguments, les 
infinis sont les paramètres. 

On trouverait d'une façon analogue une relation entre les 
périodes d'une intégrale abélienne et d'une intégrale de fonc- 
tion rationnelle. Nous ne chercherons pas cette relation, 
parce qu'elle conduit au théorème que nous avons déjà trouvé 
par une autre voie comme cas particulier du théorème d'Abel, 
ou plutôt comme l'expression sous une autre forme de ce 
théorème qui a déjà été interprété de tant de manières. 

XXVI. — Remarques an sujet du théorème d'Abel. 

En général, si l'on coupe une courbe /= o de degré m 
par une courbe tj^ = o de degré /i, on obtient mn points 
d'intersection. Ces mn points ne peuvent pas être choisis 
arbitrairement {voir un Mémoire de Jacobi, Crelle, t. XV). 
En effet : 

I** Si n<C^m^ on peut se donner ^-^ <^mn points 

d'intersection; la courbe ^ = o est déterminée par ces points 

. 1 /ifn-^3) 2/n — n -f- 3 . j*- ^ 

et les mn = n autres points d mter- 

section sont déterminés. 
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2® Si n^m, on ne change pas le système des intersections 
des courbes /= o, tj^ = o en substituant à la courbe ({^ = o la 
courbe qui a pour équation 

(I) iJ;-f-cp/ = o, 

f désignant un polynôme de degré n — m. Or on peut déter- 
miner o de manière à faire disparaître de 

(n — /n-f-i)(/i — m-f-2) 



À 



coefficients; la courbe (i) ne con- 



tiendra plus alors que 



(/i-+- iX/i-^2) (n — /n-+-i)(/i — m-h'Jt) (m — i)(/n — 2> 



coefficients arbitraires. Or les courbes (i) et tj> = o détermi- 
nent les intersections de <}» = o ei/= o, comme nous venons 

de l'observer; mn — - — ^ points d'intersection de 

/ = O, = étant donnes, les — ^autres sont 

donc déterminés. 

Ces conclusions sont inexactes quand, parmi les points 
d'intersection donnés, se trouvent des points multiples de 
/= o. En effet, si, pi-rmi les points d'intersection de /= o 
et <j; =r o, il y a des points doubles de/= o, ces points déter- 
minent chacun un coefficient de ^J^=:o, mais ils comptent 
pour deux parmi les mn intersections des deux courbes. 

Supposons nz=z m — i ou. n=- m — 2 ; dans ces deux cas, 

en se donnant --^ — ; points d'intersection, les autres sont 

au nombre de 

n(/i-t-3) (m — i) (m — a) 
mn = — — > 

comme il est facile de s'en convaincre en remplaçant dans le 
premier membre de cette formule n par m — i ou m — 2, 
pourvu que, parmi les poiats donnés, il n'y ait pas de point 
multiple de /= o. Si, au contraire, parmi les points don- 
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nés, se trouvent tous les points multiples de/= o que nous 
supposerons au nombre de 8 (ou en nombre équivalent à S 
points doubles ordinaires), on pourra se donner toujours 

^ — ' — 5 points de i^ qui seront simples pour y, plus les 

Jm 

points doubles, et il ne restera plus que 

/i(n-t-3) . (m — i)(m — 2) ^ 

2 2 

points d'intersection à déterminer au moyen des premiers, p 
désignant le genre de /= o. 

Ainsi, en résumé, en supposant n = m — i ou n = m — a, 
on peut choisir arbitrairement mn — p points d'intersec- 
tion de/= o, A = o; les p autres seront déterminés. 



XXVII. — Intégration d'un système abélien. 
Soit 






un système d'intégrales abéliennes normales de première 
espèce. En vertu du théorème d'Abel, si Ton coupe la 
courbe y= o par la courbe ij = o algébrique, on aura, entre 
les coordonnées des points {x^ , jki)> • • • » (^(jl? >v) d'intersec- 
tion, les relations 



(') { ^ f%(^i,yi) 



2 



M^hyô 

Qi(^hyi)djri 



1 

V- 

= 0, 



1 



1 



M^hyi) 



ou plutôt ces relations n'existeront qu'entre les points t>a- 
riables des intersections de/= o et <J^ = o. Supposons, pour 
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fixer les idées, le degré n de ^ égal km — 2, les înlersections 
de / et ^ seront au nombre de m{m — 2); donnons-nous 

ou ^^ ^^ points d intersection des deux 

courbes, parmi lesquels se trouveront les 3 points doubles 
de f^ o, il y aura encore 



^ 



m(m — 2) 

2 



points d'intersection; ce nombre est égal à 

(m — i)(m — ï) ^ 
i ^=P^ 

dont la position dépendra des premiers; la différence entre 
ce nombre et le nombre des points donnés est 

(m — 2)(m-4-i) ^ [(m — 2)(/n — il 



2 



g r (m — 2)(/n— -n __g"| 



c'est-à-dire m — 2. Ainsi le nombre des points que l'on peut 
choisir, abstraction faite des points doubles, excède le 
nombre />; on peut donc supposer que p de ces points 
choisis soient fîxes. 

En résumé, parmi les intersections des courbes /=o, 
4^ = o, il y a : 

1° 5 points doubles de/= o, (a); 

2** /7 points fixes simples de/= o, (a); 

3** m — 2 points variables choisis arbitrairement, (^'); 

4® p points variables dont la position dépend de celle des 
précédents, (x) (en sorte que [jl = m — 2 -4-/?). 

Appelons o:, , ^2» • • . , ^/> les abscisses des derniers points ; 
appelons Xp^t, ..., cc^ les abscisses des autres points va- 
riables : les équations (i)auront lieu entre les points variables. 

Les équations (1) donnent lieu aux/? intégrales 






(,) 2/"^^l"^-^^^f^=o> 



i^i"*^* 



Mais on peut remplacer ces équations transcendantes, dans 
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lesquelles C|, C2, • - > , Cp sont des valeurs de x^^ x^^ - • - > ^p 
pour ^yj+i = Cp^\'i . . . , par d'autres fournissant les mêmes 
valeurs de x^^ x^^ ... et algébriques. 

Il sufJGt pour cela de chercher la résultante R = o de y"= o, 
il = o provenant de Télimination de j^î si l'on divise R par 
le produit des facteurs de la forme x — x\e,\.x — a/, oc\ et ai 
désignant les coordonnées des points d'intersection variables 
et fixes que l'on peut choisir, le quotient 

Au J7^ — Al a:P-* -+- Aj j:/»-* ~ . . . ± Ap 

sera le produit des facteurs i^x — x^i^x — x*^ . . .{x — Jr^), 
en sorte que Ton aura 

A, 

Ao 

A, 



x^ x^ • • • Xp — "T — • 

Ao 

et ces équations algébriques (3) feront connaître Xi^X2, '--j Xp^ 
aussi bien que les équations (2); elles renferment les con- 
stantes arbitraires a^, as, . . . , a^, qui sont les abscisses des 
p points d'intersection fixes de /= o et tj^ = o, qui sont 
simples poury= o. 



XXVIII. — Addition et inyersion. 

Considérons la courbe /= o d'ordre m, et coupons-la par 
une courbe variable <{^ = o d'ordre m — 2, que nous ferons 
passer par ses S points doubles et par m — 2 autres points 
fixes dc/= o, il restera 

m(m — 2) — 20 — m — i—{m — i)(m — a) — 2$ = 2/> 

autres points d'intersection variables, que nous appellerons 
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(^' , y')» Le ihéorème d'Abel nous apprend qu'entre ces 
points on aura les relations 

^ fx{<'i, yi) ' ^ M^'i, y'i) ' ' 

i=t 1 = 1 



or, si l'on pose 



(*) 



» 

i = l ** 



'^'^ ^'i 






1=1 '^ 



(^') 






1=1 '•' 



on pourra supposer ces équations résolues par rapport à Xt 
jCij . . . , x', , Xjj, ... et poser 



Les équations (i) intégrées donnent 

iVj, «^2» • • • désignant des constantes que Ton peut repré- 
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senter ainsi 






,=i <^' 



1 = 1 ' 

et d'où l'on tire 

< = ^i(«'i, Wj, ...), ar; = x,, 
ou bien 

Mais on peut remarquer que les équations (3), en vertu des- 
quelles U| + ^t) 2^2 + (^27 • • • sont constantes, sont les inté- 
grales de (i) et que l'on peut trouve d'une autre manière les 
intégrales de (i); ces intégrales sont les relations algébriques 
qui existent entre X\j x^^ . . . , Xp et x\, x\^ . . . , x* \ pour 
trouver ces relations, on élimine y entre /•= o et <}; = o ; la 
résultante R = o a pour racines x^^ . . . , Xp^ x\^ • • • > -ar' 
les X des 3 points doubles de/= o et les m — 2 points fiY.es 
communs à /=o et 6 = 0; il sera alors facile de foroier 
l'équation qui a pour racines seulement les Xi et les x\^ Soil 



celte équation. 
On en déduira 



^XiXj^^x'iXj^^x'iX'j = j^ 



Les quantités ~~-j —7 • • • ne contiennent que les coordonnées 

Aq Aq 

des points fixes d'intersection de /" et «^ = o : ce sont donc 
des quantités constantes ou des fonctions de (f^i, (v^, • ... 
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Les formules précédentes donnent alors 



^a?y-f-^a7; = F,(«',, tvj, ...), 



OU bien 



"" • ....} 

et ces relations sont algébriques. On voit donc qu'// existe 
p relations algébriques entre 



* » 



et 

grwt permettent de calculer ces p dernières quantités en 
fonctions des ip autres. 

C'est en cela que consiste le théorème de Taddition des 
fonctions abéliennes (Hermite, Comptes rendus ^ t. XVIII, 
el Journal de Liouville, t. IX, i*"® série). 



XXIX. — Des fonctions e de plusieurs arguments. 

En suivant le Gl des analogies fournies par la théorie des 
fonctions elliptiques, on posera 

le signe 2u^' * ' s'étendant aux valeurs /Zi, /la, . . ., np en- 
tières comprises entre — oo et -f- oo, en supposant aij = aji. 
Si ^^aijninj est une somme de/? carrés négatifs, ou si seu- 
lement la partie réelle de ^^aijninj se décompose enp carrés 

négatifs, ce que nous supposerons, la série (i) sera conver- 
gente. En effet, soient bij la partie réelle de aij, Ç/ celle 
L. — Traité d'Analyse, IV. 27 



4l8 CHAPITRE XI. 

de Xi^ il suffit de prouver que la série 

est convergente; or elle l'est, en vertu d'un théorème connu 
de Cauchy, car l'intégrale 



, + OD >»-t-» 



/ ... eS/i|Ç/-t-S6/; n,»/ dm drii . . . drip 

est finie; pour s'en assurer, il suffit de prendre pour variables 
les racines N|, N2, . . . , N^ des carrés dans lesquels on peut 

décomposer ^ bjjninj ; cette intégrale devient alors 

X|, X2, . . . désignent des fonctions linéaires de Çi, ia? - • • et 

le déterminant -77 ^^' ?r*' "\ est une constante. L'intéffrnle en 

d(N„ i\,, ...) '^ 

question est donc finie, et sa valeur pourrait même être éva- 
luée au moyen de formules connues. 
Pour abréger, nous poserons 



^^u 



H^J 



= w, 



nous aurons alors 

et l'on reconnaît immédiatement que Ai, k^y • • • désignant 
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des entiers, 

(a) e(— 0?!, — a7j, ...)= ®(^i> ^t» •••)> 

(3) 0(a7i-h!iA:i'7r /— i, arj-haArjit /— i, . ..) = ^(^i5 ^î* •• •)> 

V|, Va, ..., v^ désignant des entiers quelconques. Les for- 
mules (2) et (3) sont évidentes; pour démontrer la dernière, 
observons que 

6 ( . . . Xi-r- 2 W/ . . . ) 

= \^ \^ . . . ^i2n,x,-^-j2/i,CTi+-{'(rti.n>,-..) 

_. V''V _ gî:(i»i-»-V<)j-i+']/(/ii4-v,.n,+y,,...)-Sv,-.ri-tTj 

or la formule ( i ) ne change pas quand on change /i i en /? i 4- v , , 
«2 en /la + Vo, ... ; on a donc 

6(. . .a?/-l- '2TÏJ/, . . .)= 6(. . .a?^-, . . .)e--^'*'«-^, 

ce qu'il fallait prouver. 

La fonction peut s'écrire sous la forme 

ou 

et aussi sous la forme 

V V . . . e-S''«^i-»-'t'(''i- ); 
on a donc, en prenant la demi-somme des résultats, 
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Si, quel que soil /z, on a 

^ n/a?/ H- ^ v/:r/ H- a ^ n/W/ -4- w = — ^ w/X/ -f- ( 2 X- -h i j z / — 1 , 

k désignant un entier, on aura = 0. 
Cette équation peut s^écrire 

ou bien 

N ( 2 n/ -h v/)(ar/ H- w/ ) = ( 2 A: -h 1 )Tt /^ . 

Si Ton pose alors 

n = — BT/ -+- N/r /— I , 

il suffira que ^v/N/ soit un nombre impair pour que X|, jt^, ... 
soit une solution de = o. 




XXX. — Sur une fonction d'ane variable déduite des fonctions h. 
Supposons que, dans la fonction 

on pose 

C|, C2. ... désignant des constantes et ('i, p^, ..., r^ un 
système de p intégrales normales de première espèce avant 
pour périodes les 2rt/y, nous poserons (*) 

Pour une même valeur de x ^v^ — C| , v^ — Cj, ... peuvent 
différer de multiples quelconques des périodes, en sorte que, 



(*) Cela est permis puisque les parties réelles des périodes sont telles 
que ^ est une somme de carrés négatifs. 
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pour une même valeur de Xy la fonction 0(a:) peut prendre 
une infinité de valeurs de la forme 

Toutefois, la fonction 6(^) reste monodrome sur la surface 
de Biemann rendue monadelphe. L'intégrale 






prise le long du contour de la surface en question, fera 
connaître le nombre des racines de l'équation 6=0. 

Or l'intégrale N est prise deux fois le long des sections r, 
s, 7, une fois à gauche, une fois à droite, et chaque fois dans 
des sens différents. 

Or, à gauche et à droite d'une section s, les vi ont la même 

valeur, les intégrales prises le long des sections 5 se détruisent; 

à gauche et à droite d'une rétrosection r, ç',- prend des valeurs 

qui diffèrent entre elles d'une quantité B/ qui est égale à o ou 

tkt 

iT.yJ — I, les valeurs de ^ seront alors égales et les rétrosec- 

tions r ne fourniront pas de termes finis à l'intégrale N. Enfin, 
si l'on considère l'intégrale prise le long d'une section c, le long 
d'une telle section sur les deux bords opposés, Vi a des valeurs 

différant entre elles de 2a/y; -^ aura donc des valeurs respec- 
tives • û <ît S" — -j^'^ l'intégrale le long de cette section sera 



donc 2TC y/ — 1 et, comme il y a/? sections <t, on voit que 

Ainsi la fonction 6 a /? zéros. 

Les zéros de la fonction satisfont à une condition que 
nous allons déduire de la considération de Tintégrale 



^Z"' ?■''"' 



étendue tout le long du contour de la surface de Biemann 
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rendue monadelphe; celte intégrale, dans laquelle Vi désigne 
une intégrale quelconque normale de première espèce, est 
égale àS('/(j:*)t, j^'a), Xjfj yk désignant l'un quelconque des 
zéros de 6(*r). 

D'autre part, pour évaluer l'intégrale en question, on peut 
procéder comme on l'a fait pour la précédente : le long des 
sections 5, l'intégrale est nulle ; le long des sections r, vi prend 
à gauche et à droite de la seetion des valeurs différant de 

27ty — I, -K prend alors des valeurs égales, en sorte que le 

long d'une seule de ces sections l'intégrale prend la valeur 

^ dx^ l'intégrale étant étendue tout le long de la section. 

Le long d'une section o-, vi prend sur les deux bords des 

valeurs différentes de 2a// et -k des valeurs différant de -r-^: 

l'intégrale le long d'une telle section sera donc 

ou 



On peut donc écrire 

( 

Dans cette équation, remplaçons les constantes C| , Ca, . . . , 
Cp par d'autres c'^ , c'^, . . . , c' et retranchons les résultats ; en 
appelant x\j y\ ce que devient alors j:*, y^? puis retranchant 
l'équation ainsi obtenue de la précédente, nous aurons 
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Qi désignant ce que devient quand on y met c\^ c.^^ ... à 
la place de C\ , C29 • • • . 

J/« A' 
f -r- dx est la quantité dont varie \o^^{x^ le long d'une 
ri 

section/-/; cette quantité este/, plus une quantité indépen- 
dante de c/. Au contraire, un raisonnement analogue nous 

/* A' 

montre que 1 -k dx est nul; donc 

est une constante indépendante de c/ et c'^, et qui ne dépend 
que de Xq et des coefficients de /. On peut donc poser 

2*^i(^A-, yk) — Ci = R/, 
R/ désignant une quantité indépendante de c/. 



XXXI. — Suite des propriétés de la fonction ^{x). 

On peut former une fonction 6 ayant des zéros donnés. 
En effet, on a vu que les zéros Xh^ yn satisfaisaient à la 
relation 

^^'^ii^ki Yk) — Ci = R/* 
ou 

Ci = ^Vii^k, yk) — R/; 
formons la fonction 

0(a:) = e ..., i^i — 2^Vi(x^;yk)-^^i> ••• • 

Je dis qu'elle admettra les zéros donnés; en effet, appelons 
\x\^ y\), (^'2^^2)9 • • • ses zéros : on devra avoir 

^M^'kj y'k) — 2 ^'(^*' ^^^ -t- R/ = R/ 
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OU 

pour f = I, 2, 3, .•.,/?. Je dis que cela exige que l'on ait 
Xi^yx •= x\j y\^ ... ; en d'autres termes, que les j?'j^et^'^.sonl 
déterminés. 

En effet, coupons la courbe /= o par une courbe S d'ordre 
m — 2; faisons passer cette courbe d'ordre m — 2 par 
m — 3+/>H-o points fixes dey=:o et par ses points 
doubles : c'est déterminer autant de paramètres de S; il n'en 
reste plus que 

(m — 2)(/n-hi) 

: i^ 1 — (ni — 3) — /> — 

arbitraires, ou 

(m — 2)(/n-f-i) {m — \){m — o.) 

' ( m — 3 ) -^^ = I . 

2 2 

La courbe S coupe /en m (m — 2) points; sur ces points, 
il en a été choisi m — 3 4- /> 4- 2 : il en reste 

m{m — 2) — (m — 3)-— ^^ ; -ho = /? -h 1 

mobiles. Si on les appelle Xk^ yk^ on a 

^ M^k,yk) 

k=\ 

en vertu d'un théorème connu d'Abel. Quand on se donne 
le {p + i)^^'"** point x^^i jj^^^i , tous les autres sont déterminés 
sans ambiguïté. Ceci revient à dire que, si l'on intègre les 
équations précédentes, ce qui donne 

p 

Zu ^i(^ky yk) = ^'/(^p-Hi, yp^i ) ■+- const., 
1 

es Xk et les j^A seront bien déterminés quand on se donnera 
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P 

les ^^/(^Ai yk)- Ainsi on peut former une fonction 6 avec 



1 
des zéros donnés à l'avance. 



Il résulte de là que, si l'on fait ^ .= X| , j^ =yi , on a 



e 



I • ■ • » — 2 ^' (^^"' ^^•) "^ ^'' • • • I = ^ 



ou 



(i) e ..., 2^'(^*»^*)~^'» ••• \ = ^' 

On peut déterminer les constantes R/ comme il suit : 

Coupons la courbe f =:. opar une courbe du degré m — 3 
passant par les Z points doubles de f et par p — i autres 
points ^1, j^i ; X2', y^] • • • ; Xp__x^yp_^y en tout p — 14-28 
points d^ intersection y elle coupera f=o encore en 

m(m — 3) — jD-hi — 2û=/? — I 

autres points x\ , y\ \ x\^yy\^\ .... 

Le théorème d'Abel donne 



OU 



K| désignant une constante; on en tire 

J . . . ^vii^xky ^a) - Ri . . . = e . . . 2(^'a» y'k) - K/ -h R/ . . . 

Or le premier membre est nul d'après ce qu'on vient de 
voir (i); donc le second l'est aussi, donc K, — R/ doit être 
égal à R,- ou K/ = 2R,-. 

La constante K/ est plus facile à déterminer que R/; on 
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pourra donc à V occasion subsliioer le calcul de K/ à celui 
de R/. 

Nous donnerons une dernière propriété de la fonction h 
qui doit nous conduire à la solution du problème de Tinver- 
sion, but final que nous nous proposons. 

Soient ç;i, r.^ les intersections d'une courbe = du 
degré n avec f=o\ ç]j, r^^ les intersections d'une autre 
courbe '} = o du même degré n avec f-=^ o. Le produit 



h-mn 



s'exprime rationnellement en Xk ctyk- 

En effet, considérons d'abord Ç comme fonction de x^y 
(m laissant ^2? ^Sf •••; ^p constants; quand les fonctions 
Vi{x^^y^) augmentent de multiples des périodes, la fonction 
!J se trouve multipliée par une puissance du nombre e dont 
rcxj)osant est de la forme 

i r- p h=ntn 



1-1 A = l 



Or, si Ton coupe la courbe /=o par la courbe ç -j- XA = o, 
eu vorlu du théorème d'Abel, les points d'intersection satis- 
feront aux équations différentielles 

si Ton fait varier ). de o à oc en intégrant, on a précisément 



IVxpivssion ^3) est nulle et la fonction !J conserve la même 
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valeur en un même point de la surface de Riemann qui repré- 
sente y; donc elle s'exprime rationnellement en Xt et y t. On 
verrait de •même qu'elle est rationnelle en X2 et j>'2> -^3 et 

jy^y • • • • 

Cherchons les zéros et les infinis de !^ : à cet effet, cher- 
chons les zéros de 

ou, en observant que, en appelant x'^^ y\^^ . . ., x^^ y^ les 

points où une courbe de degré m — 3, passant par les points 
doubles de /et les points x^^ y^y • • ., Xp^ yp^ rencontre 
encore y =0, on a 

k = p k =p 

2 Vii^ky yk) = 2 ^'(^*' J'i) = 2 Ri, 

k=l k=i 

la fonction (4) devient alors 

k = p 



e 



j ..., W(a?i,^i)— 2<^/(^it,7A) — ^/(ÎA»'nA) + R/5 ••• 



Elle admet les zéros Ça, r^/l et x'/^jy'f^ : le quotient 

B . . • .^i'/i^k, yk)— ^i(khy fih)-^h ••■ 
B ...,2^^/(^A»rA) — *'/(çA» •'îa)— Rô ••• 

admet donc le seul zéro Ç^, r^'^ et le seul infini Çy^, r^/l ; donc !I, 
considéré comme fonction de x^ et jKn admet les zéros Ç'^, 
7/,, ..., i^,,, 7i'^„ et les infinis Ç,,yii, . .., Ç„,«, -fimn] la fonc- 
tion ; . — ~ admet les mêmes zéros et les mêmes infinis. Le 

rapport s . / r est donc indépendant de Xt clyt, puis- 
qu'il ne s'annule plus et ne devient plus infini ; le rapport 
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Ç -{ '- — r est indépendant de x^ et ^^2» . . .; on peut donc 

poser 

A- si 



t-An 



A étant indépendant des Xk et des^A', on déterminera A en 
faisant x =^Xq eX. en annulant les Vi{xkj yk)t ce qui donne 



h-mn 

A 



h — mn 

nef . .., <^i(ç/t. r,;,)-hR/, ... ] p(To,^o) T 



XXXII. — Problème de l'inversion. 

Le problème de l'inversion formulé par Jacobi consiste 
dans Tintégration des formules 

^ M^k,yk) 

A = I 

> 

k=.p 

yk) 






A = 1 



sous une forme donnant les x en fonction des u. Si Ton veut, 
le problème de Jacobi consiste à résoudre les équations 

p 

Wl =^Vy{Xk,yk\ 

1 

(0 -^ Wî =S^»(^A»rA)> 



dont le déterminant est 
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Pour résoudre ce problème, nous partirons de la formule (2) 
du paragraphe précédent, que nous écrirons 



A = 



^ ••'■>^^((P^k,yk) — Vi{U^f\h) — ^i,--- 



A = 



h =mn 



En vertu des formules (i), ces formules (2) se simplifient 
et donnent 

k^zp h —mn 

Elles font connaître des fonctions symétriques des Xk et des 
yk en fonction explicite des u] elles résolvent donc le pro- 
blème de l'inversion. 

On dit que^A est une fonction abélienne des w/; plus géné- 
ralement, toute fonction symétrique rationnelle des Xk et 
des yk sera une fonction abélienne des quantités u. 

Bien que le problème de Tin version soit théoriquement 
résolu, nous entrerons encore dans quelques détails à son 

sujet. Au lieu de la fonction ^, nous considérerons la fonc- 
tion — |, — î- = I -f-X ^> où X désigne un paramètre variable; 
nous formerons le produit 

1 
et, en donnant à X des valeurs particulières, on pourra cal- 



• 9 
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culer les fonctions abéliennes Mo, M|, . . ., M^; on pourra 

en particulier prendre y = — '- — d'abord, et -r = — =^—7» « et 
r I ^j; X — a y y — o 

b désignant des constantes; pour associer les valeurs corres- 
pondantes de X et dej^, on procédera comme il suit : 

Imaginons que l'on ait formé l'équation admettant pour 
racines les p valeurs de 

X X y X ( y \^ 

X — a' X — a y — 6* x — a \y — bj 

^ I y y-y 

x — a\y — b) 

V X 

Quand on aura calculé les , > les s'en déduiront. 

^ y — b X — a 

De là résulte que j? et j^ sont des fonctions des u qui ont 
p valeurs se permutant les unes dans les autres. 

Signalons, en terminant, un cas singulier dans lequel les 
fonctions abéliennes sont indéterminées : c'est celui où le 

déterminant\^iii Q,(x<, j^i)Q2(^2j ^2) • • • Qp(-2?;», ») est 
nul identiquement. 



XXXIII. — Expression d'une intégrale abélienne de troisième 

espèce au moyen des fonctions 6. 

Considérons la fonction X^ définie par l'équation 

Ç = ,og-^ ^ J 

e I . ^^,vi—2^çi(^3ifk,y'k)-^ R/, . . . J 

La fonction -y- ne change pas quand les ^i augmentent de mul- 

tlples des périodes ; , - est donc une fonction monodrome sur 

la surface de Biemann; c'est une fonction rationnelle de x et 
àç,y : s est donc une intégrale abélienne. Les infinis de Çsont 
donc x\ et les Xk\ si donc on suppose que 

^1 = 5, ri = TQ, < = ?', ^i = V 
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et 

la fonction 

r '^ 1 

e ...,Vi — Vi(\,'ri)--^Vi{xk,yk)-^^i. ... 

Ç = log ) 

e r. . . , ^/- p/(î', V)— 2îw(a:î, yk) -f- R/, . . .1 

s 

sera une intégrale de troisième espèce aux infinis \ et ^. Si 
Ton désire que la limite inférieure de l'intégrale soit Xq^ on 
devra faire 

;= log -;, 

e . . . , i^f — Vi{^, V) — ^t>/(a?^, ^a) -i- R/, ... 

2 

- log \ 



XXXIV. — Théorème de M. Picard. 
Si Véquation algébrique 

(0 f{^^y) = ^ 

est satisfaite identiquement en posant 

tf et ij désignant des fonctions monodromes et monogènes 
dans toute l'étendue du plan, cette équation est nécessai- 
rement de genre zéro ou un. 

Pour démontrer ce théorème, on peut évidemment se bor- 
ner à considérer le cas où la courbe représentée par Téqua- 
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tion (i) n'a pas d'asymptotes parallèles aux axes; en d'autres 
termes, si l'on appelle m son degré, on peut supposer que 
l'équation (i) renferme un terme en x^ et en^*". 
Soit alors 






y) 



une intégrale abélienne de première espèce, Q désignant un 
polynôme de degré m — 2. La fonction 

di " ft{x,y) dt 

sera, commet: et^, une fonction monodrome et monogène de/. 
Je dis que cette fonction n'a pas de pôles. 

En effet, elle ne peut devenir infinie que si -j- devient 

infini, ou que si ~ devient infini, ce qui ne peut avoir lieu 

qu'en un point critique dej^ où l'on a à la fois/= o et/^^o. 
Examinons ces deux cas. 

dx 

1° Si au point / = a on a -5- = 00, on a nécessairement 

x = <x>, car la dérivée d'une fonction synectique est elle- 
même synectique; or, pour de très grandes valeurs de x, on 
a, en série convergente, 

A B G 



/n-t-l 



A, B, C, . . • désignant des constantes^ dont la première est 
différente de zéro, le terme en a:*""* existant certainement 
dans /2» D'ailleurs, œ étant infini popr / = a, on peut poser 

a b 

X = — -f- 



on a alors 

-^ = (< — a)"«»-'»TO(/ — a), 

Ts{t — a) désignant une fonction monodrome et monogène 



ÉTUDE DES FONCTIONS ÀBÉLIENNES. 433 

pour t = a] donc 

7, M = 'di = ^' - «)— "-^H^K^ - «), 

TîTf désignant une nouvelle fonction synectîque autour du 
point a. Or m doit être supposé plus grand que 3, puisque, 
pour m = 3, la courbe (i) est de genre un. Alors 

mn — in — 1> i, 

d\ . dx 

donc -77 est fini quand -,- = 00. 

dt ^ dt 

2^ Examinons maintenant le cas où le point x est un point 
critique de la fonction y\ appelons encore a la valeur de t 
pour laquelle x est un point critique a, soit b la valeur cor- 
respondante de y. On a, dans le voisinage du point x =1 à, 

Q m{x) 



•^' (x — ayt 
p Ql q désignant des nombres entiers tels que 

et Ts désignant une fonction finie dans le voisinage du point 
x=^a\ d'ailleurs on doit avoir p<,qy puisque l'intégrale 
abélienne V est toujours finie. Mais, x — a s'annulant pour 
^ = a, X — a est de la forme {t — ol)"^ n désignant un entier : 
cet entier est au moins égal k q, y devant reprendre sa 
valeur quand x a tourné q fois autour du point a, et seule- 
ment quand x a tourné q fois autour de a\ mais, t tournant 
une fois autour de a, x tourne n fois autour de a, et^ a repris 
sa valeur : donc n est multiple de q et est au moins égal à q. 
On peut donc poser 

\ désignant un entier positif etw une fonction finie pour ^ = a. 
Alors 

L. — Traité d'Analyse, IV. 28 
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cTi (^) n'étant ni nul ni infini pour / = a : donc —tt n'est pas 

infini pour f = a. c. q. f. d. 

dW 
Il résulte de là que la fonction -^-^ ne devenant jamais 

infinie pour des valeurs finies de t, est synectique dans toute 
l'étendue du plan, excepté pour i = 00, et alors la fonction V, 
considérée comme fonction de t^ est également synectique 
dans toute Tétendue du plan, sauf pour f = 00. 

Mais rintégrale abélienne V, quand la courbe (i) est de 
genre supérieur à un, peut être choisie de telle sorte qu'elle 
possède au moins 3 périodes, et œ est une fonction triplement 
périodique de V : alors, en ajoutant à V des multiples des 
périodes, on peut obtenir des valeurs de V infiniment peu 
différentes pour une même valeur de ^; à ces valeurs de V 
correspondront des valeurs de t infiniment peu différentes; 
t variant infiniment peu, x ne varierait donc pas, ce qui est 
inadmissible. Le genre de (i) ne peut donc être que un ou 
zéro. 



XXXV. — Des fonctions de n variables possédant in systèmes 

de périodes simultanées. 

Lorsque l'on a 

on dit que la fonction /possède les périodes simultanées 104, 
(O2, . . ., (0/2. La fonction B satisfait aux équations 

(i) 8(071-+- ikxTz^ — I, iTj-r lA-jic y/— 1, . ..)= 0(^1, arj, ...), 

(2) e(a7i-i-2Tïyi, a-j-h 2TÏT,, . . .) = e-l^^^'^^l, 

où 

et où ki et v, sont des entiers quelconques. En vertu de (i), 
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B admet les périodes simultanées 

27C ^ — I, O, O, ..., O. 

o, ait / — 1, o, ..., o, 



î '1 • • • » 



o, o, o, , 2it / — i; 

et a/, P/, y/, 8/ désignant des constantes, il en sera de même 
de la fonction 

Si entre les constantes a, ^, y, 8, on établit les relations 

la formule (2) montre que cette fonction admettra encore le 
système de périodes simultanées 

^11» ûtlî» •••» ^im 
^iij ûtji, ...j a2ii, 

•••• •■•^ «««^ •••y 

^/ii> ^/ij> •••> ^rt/i* 

Ceci montre qu'il existe des fonctions de n variables avec 
2/1 périodes simultanées et sans points essentiels dans le 
prismatoïde des périodes, en appelant ainsi la surface limitée 
dans rhyperespace par des plans séparés entre eux par un 
intervalle égal à une période, surface analogue au périmètre 
du parallélogramme des périodes dans le cas où il n'y a qu'une 
variable. Nous voilà conduits à étudier les propriétés de ces 
fonctions qui sont une généralisation toute naturelle des fonc- 
tions doublement périodiques. 

Théorème. — Si l'on considère un système de fonc- 
tions périodiques de n variables sans points essentiels, et 
possédant toutes le même prismatoïde de périodes, /o 
yiî • • • 7//*? i^s équations simultanées 

fi = *1> /« = *ï» • • • î fn^= Sa 



1 



436 GHÀPITRB XI. 

ont toujours le même nombre de solutions dans le prisma- 
toïde des périodes, quelles que soient les constantes dési- 
gnées par 5|, 52j • • • , Su, 

Considérons, en effet, les fonctions f^ — ^\i fi — -^27 • • • » 
fn — ^n et appliquons le théorème de M. Kronecker (T. 111, 
. p. 190) à la recherche des solutions de 

contenues dans Tespace compris entre la surface du prisma- 
loïde des périodes et les surfaces limitant respace- dans 
lequel l'une des fonctions y* au moins est infinie; le nombre 
des solutions est donné par une intégrale de la forme 



/ 



dW 



dans laquelle N est une puissance de la somme des carrés des 
modules de y^ — -^n /a — -^2» ••• et dans laquelle rfV ne 
contient pas^i, 52, ... . Celle intégrale doit être prise le long 
des surfaces considérées. Elle est égale à un nombre entier; 
elle est d'ailleurs continue par rapport à 54 , 52, .... Sa valeur 
est donc indépendante de 5|, ^29 • • • * ce qui démontre noire 
théorème. 



XXXVI. — Théorèmes de M. Weierstrass. 

Théorîcme I. — Soient w<, Wa, . . . , w„, Un^\ , /i -f- i fonc- 
tions de x^^ X2^ . . ., Xn sans points essentiels à distance 
finie et possédant les 2/1 mêmes systèmes de périodes 
simultanées ; elles sont liées entre elles par une relation 
algébrique. 

En efl'et, si Ton donne à Uj, «2, ... des valeurs déter- 
minées, il en résultera un certain nombre k fixe de valeurs 
correspondantes de x^^ ^2> • • • ? ^n et, par suite, k valeurs 
de w„+i ; les fonctions symétriques rationnelles de ces k 
valeurs n'auront pas de points essentiels en u^^ U2, . . . , i/j, 
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et, par suite, seront rationnelles en i/|, U2, ••-, u^; il en 
résulte que Un+\ est racine d'une équation de degré k dont 
les coefficients sont rationnels en u^J ii^t . . . , w«. 

Considérons deux fonctions U et V, telles que Un^\\ U et 
V sont racines de deux équations de degrés k à coefficients 
rationnels en U{^ 2/2? • • • ? Un\ quand on se donne 1/1,1/2» • • • 9 
u„y il en résulte k systèmes de 'valeurs *des x\ à chacun de 
ces systèmes correspond une valeur de U et l'on peut choisir 
de telle sorte qu'il lui corresponde une valeur de V, de sorte 
que, quand m,, W2> - - -, W// et U sont donnés, V est déter- 
miné ; V est donc rationnellement exprimable au moyen de 

U\^ 1^21 * * * ? ^/I ^^ ^* 

Théorème II. — Soient f el F deux fonctions ayant in 
systèmes de périodes communes et sans points essentiels à 
distance finie, F pourra s^ exprimer rationnellement au 

j r àf àf df 

moyendef,-^y-'-. •••>^- 

Car/ et ses dérivées ont les mêmes systèmes de périodes 
que F. 

Corollaire. — /(^« ? ^j? • • • 1 ^/i) étant une fonction ayant 
2/t périodes simultanées et pas de points essentiels à distance 
finie, il est clair que/(xi+yi, 0:2+^2, • • •) s'exprimera 
alors rationnellement au moyen de 

et de leurs dérivées 

df df df df df 

oxi ôxt oxn dyi dyn 

XXXVII. — Théorème de MM. Picard et Poincaré. 

Le théorème que nous allons démontrer a été énoncé 
autrefois par Riemann, qui l'a communiqué sans démonstra- 
tion à M. Hermite : il était naturel de le soupçonner, mais sa 
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démonstration était assez diHicile; elle a seulement été don- 
née dans ces derniers temps par MM. Picard et Poincaré 
{Comptes rendus pour i884). 

Il est facile de voir qu'une fonction de n variables x^^ 
^2) • • • 9 Xn, bien déterminée et sans points essentiels, ne 
peut avoir plus de 2/1 systèmes de périodes simultanées; la 
démonstration de ce fait est facile à établir à Taide des théo- 
rèmes énoncés (p. 217 et suiv.). 

Mais les périodes d'une fonction qui a an systèmes de 
périodes simultanées ne sont pas arbitraires, et le théorème 
de MM. Picard et Poincaré met en évidence la manière dont 
ces périodes dépendent les unes des autres. 

Soient 



(i) 



wn, 


Wlî, 


• • • » 


Wl», 


• • • » 


««>I,ïn> 


wii, 


«*>«» 


• • • j 


Wî/n 


. . ., 


W|,în, 


• • • 1 


. . . , 


. . . , 


. . . , 


• • • î 


• 


«^«1, 


^nti 


• • • J 


Wnn, 


• • • > 


<«i«,ji» 



un système de n périodes de la fonction f{x ^^ 0:2, . . . , ^/#) 
si la substitution linéaire 

/ X I a7j = «021X, H- tojjXj-h. . .-î- WjftXrt, 

i ••• •••• » 

transforme f{x^ y X2j ..., Xft) en F(X|, X2, ..., X^,), la 
fonction F(X| , Xo, . . . , X,/} aura pour périodes 



l I, o, o, ..., o; 

(ibis) / ^' '> ^' • • •» ^» 



^11> W«» 



!•» "î '1 •••^ •> •••1 •••» 

V O, O, O, . . ., 1 ; mni, t3ni, 



m • 



ï 



wi»; 



• • » • • • > 



/e* quantités xsij satisfaisant à la condition 
Exprimons en effet rationnellement la fonction y au moyen 
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de /i -h I fonctions aux périodes (i), à savoir 

On sait qu'on peut rexprimer rationnellement au moyen de 
ces fonctions, si elles sont convenablement choisies, et. que 
l'on peut supposer Un^i fonction algébrique de u^, u^-, . • ., 
Un (p. 436). Des relations 

on tire d'autres relations de la forme 

Îdxx = ^xxdui -h ^i^dut -f-. . .-f- Pii,<iM/i, 

et, comme les dérivées ^ peuvent s'exprimer rationnellement 

au moyen de W|, «2? •••» W/i+i, les coefficients P/y seront 
aussi des fonctions rationnelles de Ut, u^, . . ., 2^/2 et de la 
seule irrationnelle Un^{ , fonction algébrique de U| , ^29 • • • » ^/i- 
Faisons alors 

'ft9 ?27 - • M ?/i désignant des fonctions rationnelles de t. En 
vertu des équations (3), les x seront des intégrales abéliennes 
de première espèce dans lesquelles la fonction algébrique m„+i 
sera définie par l'équation 

6(z/j, M2, . . ., iin^\)=^o désignant la relation qui lie entre 
eux les u\ et cette équation sera irréductible si les cp sont 
quelconques ; de plus, nos intégrales abéliennes seront linéai- 
rement indépendantes. Les périodes de ces intégrales sont de 
la forme 



^^1^,11 -h /?lsU>„j-h. . .-h WsnW,j,srt, 
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et il existe entre ces périodes des relations de la forme 

\^ Cij tuai oi^j = o, Cii = o, c,j = cjt. 

On a vu qu'en effectuant sur les intégrales abéliennes une 
substitution linéaire on obtenait des périodes normales, 
c'est-à-dire telles que (i bis), ou du moins telles que (i 6w) 

multipliées par 27ty — i, ce qui revient au même pour l'objet 
que nous avons en vue. Ainsi se trouve établi le théorème de 
MM. Poincaré et Picard. 

Corollaire. — De là résulte un théorème important : 
c'est que 

Toute /onction de n variables sans points essentiels, 
possédant in systèmes de périodes, peut s^ exprimer ra- 
tionnellement au moyen des fonctions 0. 

En efiet, on peut l'exprimer rationnellement au moven de 
fonctions a}^ant un système de périodes normales, fonctions 
qui s'expriment rationnellement au moyen des fonctions 6. 

XXXVIII. - Théorème de M. Poincaré. 

Proposons-nous de trouver le nombre des solutions com- 
munes aux équations 



e(a'i— Cil, arj — Cij, .. .^ a?p — Cip) =o, 

(I) 

/ •^••' 

\ o ( X\ Cp\ j X\ Op\ , • . . I X p ^pp ) — o> 

contenues dans un prismatoïde des périodes, formules où 

S(Xi, Xij .,., Xp) = ^ gSit.X.-HSgfjfftW/, 

A cet effet, appliquons le théorème de M. Kronecker(t. 10, 
p. 190) au système (i) pour un prismatoïde de périodes, et ob- 
servons que, l'intégrale de M. Kronecker étant fonction con- 



ou 
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tinue des paramètres qu'elle renferme, tant que les fonctions 
ne s'annulent pas toutes à la fois sur la surface du prismatoïde 
des périodes, et, même dans cette hypothèse, si une solution 
sortait du prismatoïde des périodes, en vertu de la périodi- 
cité, il en rentrerait une autre. Cette intégrale conserve donc 
la même valeur entière; nous en profiterons pour faire varier 
les coefficients aij et ramener la fonction à la forme 

La fonction est alors un produit de fonctions à une seule 
variable \ mais, dans un parallélogramme des périodes, la fonc- 
tion elliptique n'a qu'un zéro : le nombre des solutions 
communes aux équations (i) sera donc 1.2. 3. . ,p dans le 
cas particulier que nous examinerons et, par suite, i . 2 . 3 . . . /> 
dans le cas général. 

Ce théorème a été démontré par M. Poincaré dans le 
Bulletin de la Société mathématique de France pour 1 883. 

Corollaire. — Il résulte de là qu'un système de/? fonctions 
de/7 variables possédant 2/? systèmes de périodes communes 
reprend au moins (2/?)! fois lemême système de valeurs simul- 
tanées dans un prismatoïde des périodes. 



NOTE. 



NOTE SUR LES INTÉGRALES DÉFINIES. 



Le Calcul difierentiel et intégral étant pour nous, surtout, 
Tanal^^se des fonctions continues, nous avons écarté systéma- 
tiquement i^étude des fonctions discontinues; nous avons 
cependant fait observer (t. ÏII, p. 17) qu'une fonction pou- 
vait avoir une intégrale sans être continue; nous allons faire 
connaître ici la condition nécessaire et suffisante d'après 
Riemann pour qu'une fonction admette une intégrale. 

Une fonction qui ne croît pas au delà de toute limite dans 
un certain intervalle et qui dans le même intervalle ne décroît 
pas non plus au delà de toute limite a nécessairement dans 
cet intervalle ce que nous pouvons appeler un maximum 
absolu et un minimum absolu, c'est-à-dire qu'il doit exister 
une quantité M qu'elle ne peut dépasser, mais dont elle peut 
différer d'aussi peu que l'on veut. Nous avons vu que ce maxi- 
mum M était effectivement atteint quand la fonction était 
continue (Note au Tome I); de même il existe une quantité 
m au-dessous de laquelle la fonction ne peut pas descendre, 
mais dont elle peut approcher autant que l'on veut, et qu'elle 
atteint effectivement si elle est continue. 

Quand une fonction dans un intervalle (a, 6) ne pourra 
ni croître, ni décroître au delà de toute limite, nous dirons 
qu'elle est limitée dans cet intervalle. Nous appellerons 
oscillation d'une fonction limitée dans un intervalle (a, b) 
la différence entre son maximum et son minimum absolu 
dans cet intervalle. 
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Théorème de Riemann. 

Pour qu* une fonction f{x) limitée tant inférieurement 
que supérieurement dans un intervalle (a, b) puisse être 
intégrée entre les limites a et b> a, il faut et il suffit 
que : l'intervalle (a, b) ayant été partagé en d'au- 
tres infiniment petits et infiniment nombreux (a, x^), 
(jjf, ^2), ..., {Xn-\^ b), la somme s de ces intervalles, 
dans lesquels l'oscillation est supérieure à une quantité 
finie fixe e, puisse être prise moindre que toute quantité 
donnée. 

En effet, supposons a<C X\<iX2<i • > - <i Xn-\ < 6 et 

X\ — a = 0], X% — ^j = §2, X^ — ^T] = 0), 



• • • » 



soient Ma le maximum absolu dey(^) dans l'Intervalle (^;t_ M ^a)> 
nik son minimum absolu et T>k'-= M^ — mk roscillation. 

k = n 

1° Je dis que la somme \ M^S^ a une limite quand on fait 

croître n indéfiniment : en effet, en appelant [jl la plus grande 
des quantités M^, on a 

2Mit8A-< {A^8* ou <|jL(6~a). 

Si alors, pour calculer la limite de \^Ma3a, on subdivise les 

intervalles (a, Xx), (^i, ^2)? •••-. la somme V^M^S^ se 

trouvera remplacée par une autre qui ne pourra pas être 
moindre que la précédente, mais qui sera toujours inférieure 
à jjL(è — a); si donc on fait croître le nombre des intervalles 

par subdivisions successives ^^aS* ira en croissant sans 

dépasser [jl(6 — a; : il aura donc une limite L. Maintenant je 

dis que, de quelque manière que croisse le nombre n, ^M^Sa 

aura la même limite L. En effet, soit {a^y^y (yoJK2)î • • •> 
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{yp-\'i b) un mode de subdivision (A) formé de tous les 
points de division communs à deuK modes 

(B) (a, a?i), (a^i, xt\ . . ., {x^-u *)> 

(G) (a, ^0' {^u ^t)y ••.» {^q-u b), 

en sorte qu'un y soit égal à un ^ ou à un ^. Soient s^, 5b, 5c 
les sommes ^^M^tS^ relatives à ces trois modes de subdivi- 
sion ]s^ — Sq peut être pris moindre que - > s^ — 5c également ; 

B 

donc 5a — 5b peut être pris moindre que e ; donc \^M;t8>t a une 
limite unique" et bien déterminée. 

k = n 

2° La somme V^m^tS;^ a une limite bien déterminée. 

3** Il en résulte que \^(Ma — mk)ok ou \^Da8a a une 
limite bien déterminée et, si cette limite est nulle, la quantité 

8a étant compris entre o et i , aura la même limite que ^M^S^, 
ou que T^mAQ^aura une limite bien déterminée; or cette der- 

nière somme est la valeur de l'intégrale / f(x)dx : ainsi 

cette intégrale existera si lim^DASA = o. Telle est la véri- 
table condition nécessaire et suffisante pour que l'intégrale 
existe, et si /" est continue, D^ étant aussi petit que l'on veut, 

\^Da8a est moindre que e(6 — a), e étant aussi petit que 

l'on veut; par suite, lim^D^SA est nul et l'intégrale existe 
comme on l'a vu au tome III. 

Pour que \^Daoa ait pour limite zéro, il suffit que la 
somme s des intervalles dans lesquels D^^ e tende vers zéro; 
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en effet, la somme des intervalles dans lesquels Da < e est 
b — a — 5, et Ton a évidemment 

6 désignant la plus grande valeur de D^. Or e(è — a — s) 
pouvant être pris aussi petit que l'on veut, il suffit que s ait 
pour limite o, puisque est fini, pour que l'intégrale existe. 

C, Q. F. D. 

N, J9. — Ces considérations permettent de donner plus 
de généralité que nous ne l'avons fait à la théorie des séries 
trigonomélriques; mais les développements qui en résulte- 
raient appartiennent, il me semble, à une branche de l'Ana- 
lyse qui ne fait que de naître et qui ne nous sera d'aucune 
utilité dans la suite de cet Ouvrage. 
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i4, f6 


«77 


16 


178 


i4 


196 


II 


246 


7 


246 


8 


246 


i5 


246 


22 


246 


23 


247 


9 


25o 


18 


25o 


20 


259 


9 


262 


6 


262 


8 


263 


6 


263 


20 


263 


«9 


263 


i5 



264 



q64 



Au iieu de 

égale 
surface finie ^' 

8 

O M + OM' 

OM.OxM' 

M 

fonction de T 

sphères 

-+- 

ou 

supprimez le point 

Mettez u entre parenthèses 

2K 

nx 

2K 
K 

= e(a), =H(j:) 
K 

e *'t 

formule (2) 

h 2^^ 

9 
-h 3g'* 

2K,v/=^ 
K' 

2c4K-+-(rf + i) 

4.2P''k 



Lisez 

inférieure 
surface finie, V 

dj Of Cf • • • f c 

s 

OM'.OM' 
M' 

fonction de t 

cercles 

[{px'hqy)2yy 

en 



K 

ira? 

2q -^2q* 

K 

2K 

K' 



formule (3) 
9 
-hiq^ 

— 37* 

2k;/=^ 

c.4KH-(2d-f-i) 



au 



heu de : Qçr*sin— f 1 — g»cos-=r- H- ç*j( i — g«cos-=^ -h^^' )•••» 
lisez : Q2g*sin-— ( i— 2ç»cos-=^ -\- q*\{\— 2q*coi-^ + ^ )• 



Même correction 
L. — Traité d'Analyse, IV. 



29' 



456 ERRATA. 

Pages. Lignes. jtu lieu de Lisez 

265 i4 Remplacez la dernière ligne de la formule par 

K \ I — ^* K i- q* K* 

267 2 Écrivez ainsi la formule 

sn^cn^rdna snxcnadna 

dz dz 



267 


5 


269 


21 


273 


16 


276 


8 


281 


\ 



355 


5 


36 1 


II 


38i 


2 


4io 


7 


4io 


27 


414 


26 


414 


28 



X — Z Z — X 

2k 2K 



r- 



287 i3, i5 Kv-i K'v/-i 

353 II d d' 

i 9 

I-}- 2^ -f- 2^*4-.. . n-<7*-4-^* 

fondons-le fendons-le 

rfn rfS 

2m — rtH-3 2in — /i — 3 

— 28 — /n2 —25 — m-t-: 



-"»«? 



r 



